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ГЛАВА 1  ЧВАДРАТУРА ПЛОЩАДЕЙ 


Задача о вячислензя площадей принадлежить. къ чаелу чЪхь зв 
дачъ котория естественно возникать при самомъ начал изучентя 
пеонетр1и Причина этого заключается въ томъ, что эта задача 
ичбеть не только тго0: 
этому не случайно, быть можеть первыя начала гесмето1и были за- 


тичес&1й, но и поактичес 


1 интерезе. 


ложены въ Врипев. Туэгодные бурные резливы Нила требоваля посто 
яннаго исправлен1я границь учасековь 4 т: 
очередь в91р03» о вычислен1и пвожеден, 


Доеви!з геометры при решения 


САМЫМЪ СТавилй га 


дАЧЬ 2 вичислеи1и площален 
употребляли слёдуюЩЕЁЙ методь: они старались постооять ивадратъ 
равновелик1й площани денной фигуры. Фоли это имъ удавалось “в 
ой. Влародаря че этому ижь нетодг и 
въ настоящее время очень часто задачу а вычиолан{и- паощади КАКОЙ 
либо таруры називають зодачен о квадратур® этой плоцади 

По аналогичной поичияВ вычисяен1е обьема 


очи считали задачу сещен 


чкаго т%ла НАЗЬ 
вается его кубетурой, потону что древние сзометон, чтоби вичяс- 


дить эбъемъ ААННаРО т ла старались построийрь озввосея 
КУбЪ 

Въ наслоящее вре 
ся плошаяи прост®ёвихь фигуръ, хакъ-то тоеугольник., трапеи 


же вт эленентарной раомето 


тому подобныхь. `УмЕя уже вычислять площаль треугольника, мн мо- 
жемъ всегда зачислать и площаль любого многоугольника Аля 97076 
достаточно разбить площадь данниаго многоугольника на систему 

фреуго внаховЪ что можно одвлать весьма разнообразны 


1 способы 


абухь 


У 


ми, вапринвоь проводя всавозиожния дтаранали Язь какие 
зеоманы. 
Но эсли- та 


мы нэ возрёчаемь никакяхь осОбнхя 


н2й при вычисле 


ЕоОретическихЕ ллошадея, ссраначей- 
нахь отрезкаия то собБзошанно ина: поздотавняе, ^ 
зя дъло, лишь только въ часло границь лавной ВчГуУоЕ 
только отрфаки паян 


ко в ДУГИ Еривехь 


ча 9 квакратурв круга гфиезтся въ элемзнт 
большими затруцнеятями и тра 


оной геомето1н зъ 


ет цоняж1я о предёав, Эти затр 


яэн1я возрасталть, эсли границени фируон. элух 
кохвыя. Лэско вндзть причичу этого. 


чь Золе слон 


Ччеть 1— 


-4а- 


БОЛИ МЫ должны языЗоить кзкуюо-нибудь плошадь, ограниченную 


НВКОЗОВОй К 


вой ляньел, то для этого мы должны узнать, скольхо 


хь частей кзапрата, принятаго за единицу, можно уложить 
въ данной площади Но на акфе бы малые квадраты мы не дёлили 
кволоать, Я за единицу, и сколько бы и какъ бы ны не 
укладывали этн чаетя, мы зоегда будемъ получать фигуру, ограни- 
ченную не коквой лин1ей, а ломанной. Слёдовательно: площадь 
опраничелная кризнии линзями, никогда на можеть бить вполне за- 
п частями квадрата 

ясно, что т8ло, ограниченное кривыми поверхчо- 
быть заполкено никакямя частями куба, 

Шревнте гзометон из быля зЪ состоянти преодолёть затрудие- 


ЯНЯТИ 


зытекающихь изъ этого факта Хотя они и вычисляли площаки 


@ ллк хзяде слохзахь фигурз, но они не имфли обща- 
од, КОТООНИ моб бы быть примё 
У 


т энф для вычиоленая плоца- 
ди и объема всякой, произвольно взятой, фигуры. Этотъ методь 

д в таНЪ тольхо математикой чового времэни, которая вь 
потобрвла ногучез 


УД12? пля р®нентя самяхь 
ПонятЬэмь, в такие опираясь. Нл 


функнеи, 


зЕазалось возможныиь облечь 

ов я кубатуов въ аналитическую 
вочв.эти задачи привели къ по 
Созделея новый отдёль на- 
вее вреня подф названтемь теорти 

овЪ. Задачи о квадратурв и кубатерв явля- 
стнимь случези 


я 


пряложен1я этой теорзи, 
олже раззизается и совершенствуется и ко- 


ляется одчимъ 13 важнёйшихь отдё- 
Тфыъ интересвве отывтить зотъ фекть, что, 
у гаометрическую задачу о 
2 ПУИРРЕ КЪ П2н7710 06% 


ЗВАЙОАРУСЬ, иожяз легче я 


Тель ИНЬ Зар НЕДР, цзвотр чу родыЁу наизиказаннхь Инт 


гралов $61, не 1'2) лан, кам, зАМАСКАОБАННАЯ 38, ЧА О КВаДрА 
Чурз площалеи, Ноставленнея ее въ глубокой древности эта з&- 
дачь служитъ предметомъ постояннаго изсяздован1я`и мов йщихь 

Зем риковъ, 3 только теперь ея пвометрическая суцность глубо 
пех подъ т@ыг анзлитичаск 


ни дпрочлик вт ботовыя эе обик- 


яоненьо обдекаюеь. Позвони, ито ритме нон 0 п0ь чиры 


-э- 


ленномъ онтегралё, ъаибол®е просозымт 1 зотественнымт путечь, 55 
должны предварительно ознакомиться съ т№ми методеьми, которыми 
пользуекся совоеменная матаметича пой 28 

38 паомадей 


менли зедаЧ“ > «ваярату- 


КРИВАЯ ТРАПЕЛТЯ. 


Въ виду икотораго сходотва съ соыкновенной голненен, мя 
будень назызать крувох трапен1ею, или даже 


о. просто трален!2ю, всяюуз фагуру (ем че“ ), 

„т. ограниченную зв прянини, пар-* 
дендикулярными ихь, % 0$ ч9т- 

= - +— вертой оторочи ЗоЕЪ ой вы- 


Эвой. 91 
50 же’кривую взржнимь 
Стороня „Ао ‘и , перпевдикуляония кт нижнему о5- 
зован!ю, дадут намъ бока трапен1а. 

Кривыия трапентями мы будееъ назнвать такще и Фигурь слё- 
ДУЗЕИХЬ ТЕПОВЪ. | 


— 


равсмазривая ихь какъ частине случзй трапецзи, у которнхъ. исчеа- 
ли одинъ или оба бока. Олёдоватеяьчо соглаз-о этоР терывнолог1и 
половина круг» есть кривая трыненя. 


зовемъ нихнимъ основантемь трапен1ни, 


поов 


Вообще говооя кривая осграничиваощая данную трзнен ю све 


#] 
ху, инфеть волносбразную форму. Нэ геометрича 
скин ясно, что въ этомь спучаф всегла исжно 
разделить данную равен #& вокозько частей, 

1 уже ограничегныхь сверху только монотонними 
кризния, е тъхима кривыми, ординатё которых язлястея монотся 
ой фонкитей абописси. (бы. чеот.} 
Понят1 о зривои трапец1к ииъеть большое значее потому, чт 


ьсяку® данную плоскуй ф 
ва НФОкОлЬкО Кривыхъ т 


ру воагэ иотно разяжянть 
1й, оуинв плонадей кото- 
гной фигуры. Такъ, на- 


на аоть траге 


® 5 


Форнхь дьзть намъ пломаль 
фигура на чертеж 
ЕЙ. Поэтому, зь тесрат 


зрёяЁя, 


узеть вачнол 


алое, Ян оба 


лабогс тина, достаточно 
а] 


тодт  ПоиГОдНЫЙ дуя сычисленфл площади любсй кризой ровнонта 
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ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРЯМОУГОЛЬНЯКИ 


Услсвимся въ употробленли нзкоторыхь тераиковъ и обозначе- 
51яхъ, которыми намъ поидется пользоваться довольно долгое вое- 
ыя. 

Имвя какон-кибудь интервалф (©. , & ), мы можемв оаздвлить 

А, Аи, А, Аз» 


Хх < <, № х,. 6-5 


РЭ на произвольное чисто и болфе мелких подынтерваловь съ по- 
мощью ряда произвольно выбранныхь точенъ, которыя мы будемъ ла- 
знветь точкемя дълен1я и абсцисся которихь, зЪ поряд: 
ва напразо, обозначиме следующими символами: 

х 


чхь с18- 


«Им & ©, ‚ 6-х,  Получаезые ле 
эн1я подынтервалы мы яазовемъ элементаоныыи интерзалани 


пручемъ для симмажоти поло 


ОтЬ д 
Введе»ф “акже сяёдующея обозначен1я 
х-а=Ах, , в, же да, ‚хх, Ах, 6х. 6 


Сяъновательто, вооби» 
Ах, я, к 


“ 


очевинно, что Да. есть иЪ что иное, кахъ то поир2щензе, кото 
зетъ < ‚ переходя отъ значевтя %„ къ значентю х 


кл * 
что это прирален1е Ах, геометрически изображается 


о% элечелтарнаго интоовала, концами котораго олужатъ точки 
2 а 
побядев ихф слёБа направо, соозвтотвенно равня 
Дх. ‚ Ах, Аз, ‚ Аа, . Ахь 
Предположимъ теперь, что антервалуь { ©, % ) служить осно- 
занень 


. Слвдовательно, Двины злементарныхь интеоБаловъ, въ 


рои кривои трапен1и, Ясли мы въ каждое точкв д&- 
лен1яЯ х„ возставинъ овлинату, то этими орди- 


№. нахами площадь трапеци раздёпится на части, 

| котория мы бужемъ называть элементарными поло- 

| || сами Очевицно, что каждая элементарная пово- 
он <=. са въ свою очередь эсть иЗкоторая кривая тоа- 


1э41я : ъто площадь данной трапенти равняется сумм пложадеи 
овх5 элементернихь полосъ. 


утимь, совержеьчо 

произвольно, Евную-нибудь точку. Условимоя обозначать символсмъ 
5“ точку, выбранную въ интеувал (№, эх ). сл 
55 веть хоча въ интеоваяв (&,х 9%; р - почва въ интерваль 


Въ кахломъ эленентарномь интервель от 


свательно 


х + 


нь а. = 1 


И т = Е 
Резсмотримь элементерную полосу, ‘срояную ва интервала (д. 


2 м ,, 
Хы} И ПУСТЬ 9» са точРа Ра КрЕЗОЙ, абоциоса котороя равна 1, 


| Проведемъ ч9рэз% /,’ прямую, пазал- 
лельную основая1, до пересфчен1я 
ея въ точках р ид крайними ордина 


таии полоски, Нолучниъ (черт, 1) 


Чефт,1, Чефт.2, ы 
эго очевидно’ зэзисить оть виборё точки ый и, 
этой точки, мы буламъ получать различие вла’ 


{#0 ОТМЁТНТЬ ДЗа ЧОСТН» 
у $, совяёВть съ тозк 


ники, 135 нихъ необход! 
слу (я застазимь то 


р й 
т0 получимь прямоугольник х,. А, АЛьх,д, который н. 
45 Прямоурольнякоы 


НИМЪ ЭЛЭМОНТЬОЬ 
3$ ТОЧК$ К... ‚ ТОП 
никъ. (Чеот, 5) 

7 Позтроймъ для каждой элементаь 
элементарные поямоугольняки. Омотря потоку, будутЪ ли эти прямо- 


. Воли же точку ( помо 
злементар прозмоуголе- 


ЗИМЪ ВНСРУПаЕЩ 


ои полоски собств тсчвуюю1 8 


угольники вов общаго типа, или же зо знутренн1е, 


# Эольиз сумы 


эззеои гесыв 


х 
оическ1й факт номф послужить чсходиниь п 
однаг^ пля вычисления пломалей 


© 


четола, приг 


репэцЕю, 
Зазийлимь прапзи:0 нь элзмз 
сы постоониъ какъ внутреннЕи, такъ 
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(су черт.) Обозначниь Чврезъ м. площадь трапецзи, черезъ п сум- 
му вофхь знутоеннихь, а черезъ 4 сумму вс®хъ 
выступающихь прямоусольниковъ. Геометрически 
очевидно что 
| 1) 

Спрамивается, какую мы ол®лаемъ омибку, еслг 
примем» пломаль М, равной в или 4 ® 

Всякой элембитасвой погоскв соответ- 
зтвуютз.18а ноямоуголичяча, знутрени1й р вь 
ступающ:й. Разность между ними асть тоже 
назовемь его гоаничнымь *} премоулольнткомь. 

Очевидно, уро су всзхь граничныхь прямоугольниковь равна 
“ -ю ВычислимЪъ эту сумму 


прямоурольняк . 


а 


Обозначимь зысотн сраничныхь прямо} сольваковь въ пооядкв 


чхь слёва на-право, чеоезь № № №, №, $. В, Такъ вакъ 
`сновач1я ихъ соотвётотвенно оавнн Ах, Ах В^, >, то имземь 
равенстзо 

д-р - №, А+ В Аз, + к, Ая а). 


Пусть А наиболький из тахъ элемевтариехь подынтерва !овъ, 


оанозан13 ТояПед1, 


Азв, АД, .- Аж, черезь ^  чв 
ль раванотзя я получичь норазенолво 
ие т, з) 
06нов%11е гочиячнихь прямоугольниковъ впрато 


ов ВВ. 


учиых сястему перал 
36 на озрёзки, сбоя 
икусольниковъ. Этииъ ис 
эст К, И, ».. На ординату 


о 


53 Гоонатрачаски я: 
К, 6, =$% 36 4, 


Эбозначая чзразь © 
ши с-$6-Ла м5. изъ 


тоЗиеЬ ‘изхлу козивими ординатами трапе 


чз сововное для насъ соотноме 


4) 


^чевидно, что сум 


*} {а чертень ввъ збонийние прязоузольники 
**) На чертель пунктирныиц линляни. 


вихованы 
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унриф те, оумы виутреннихь и сыступающихь прямоугольня- 
5ОвЪ, ЗУВИСЯТЪ ОТЪ ТОГО, какъ выбрани во® точки ивлен1я х хх, 
=. сли мы изивнимь хоть одну изъ нихъ, то каждая изЪ этихь 

сумм вообще говоря иЗЫЁНитСя 

Слздовательно лфвая часть чераве ства 4) зависить отъ зы- 
бора зсвхъ точекъ дфлен1я 

Но правая часть не зависит отф выбора всзхъ точекъ двле- 
ная. Она зовисить только офф величины наибольшаго изъ т$хъ эле- 
ментарныхь подынтерваловъ, на которше разлфлено оснонан1е траце- 
ц1и. Поэтому, если мы будемъ мВнять точки дёлен!я такъ, чтобн 


язибольньй подынтерваль сохсан 


оно и то же значен1е, то лъ- 
вая часть неравенства будетъ язмвняться, правая же нзтъ 
Вообразимт теперь сл®дуюн1И процессъ Раздёлимъ какъ-нибудь 
основанае трапецзи на элементарные интерзалы и, построивъ для 
этого делентя внутренне и выступающе элементарные прямоуголь- 
Ники, вычис . 


тоя что 
Послв этого, ув мы снова Езлиме 
основач1з трапеп1и нэ ках1е- 
числяе:ь для этого дёленйя 
910 ПрЕ ВтОромз 

Пося® этого, 


интерзалы и вн- 
Дусть скажется 


244 

чтоживъ прежи1я точки дъленля, мн въ трет! 
разъ деянуъ основан1$ траней1н и внчиолязиь для этого двленая 
значел1я сумиь в в. Й такъ далве, и тазь’ дало. 


Олвловательно, ыы маяслимъ неограняченно продолнающуйся про- 
цассъ посяёдовательнаго перехода отъ одного дфлен1я трапанфи Ев 
сльдующему афлен1ю. 

} ПРЕДПОЛОЖНЫЕ, 910 3 ПРОПЕООЬ ПРОЕС ХОДИТЬ ТАКЬ 
ДЛИНА «Л ВАЙБОЛЬШАСО ЭЛЕМЕНТАРНАГО ИВРЕРВАЛА БЕЗКОЕВЧНО У 
оя *} и, САЗДОВАТЕЛЬНО, ВЪ ПРЕДВЛВ ОБРАВАЕТСЯ ВЪ НУЛЬ. 

Очевидно, ч10 так1е пооцзося возможная. Один изъ поосе®й- 


‚ 910 
МАЛАВТ 


шихЪ оледующ1й: мы дзлямь въ первни разЪъ основан е трапен1и по- 


ЗатЪмЪь чачлую половину эпяг. пополамъ и т.д вояки раз 


=} Резкочечно умаяяюцеиноч величинон мь зазьваецъь всякую пврахьн- 
ную величини, пъедьль коворои равенл нулю, Сльдовавельно, зобуль 
этой величины, въ пфочезот 
нзе всякой, епефебь зад: 
евеличины. 


иънентя, становимся и оставзвоя ме- 


&, канъ изодно налой, положительной 


0 - 


при переход къ ковону дёлен1ю, раздзляя пополам 303 интервалы 
предндущаго &злен1я Ясно, что при такомъ процессов фи, Ао 
Итакъ, пусть пропесоь перехох» сть одного дёлен1я къ слё- 
дующену совершается такф, что Л безконечно умаляется. 
Во при всякомъ лёлен1и, какъ мы только что показала 
4 РЕ Ле 
Позтоьу если, сзорлесва предзоложенаю, блеД 0 › тО 
фити, (0,-6) =9 $ 
в мы поручаенъ тзорзму предёль сумы гоэничнихь гпрямоугольни- 
ховБ оавенъ нулю. 


Но зсли ^^. площадь трапецат, то реометрически явно, что 
м-р -Ю , 4-м <4-ф, 


& у, согласно 5} 
ни, ал в) =0 ими, (ау) = 
зе. а в — Им д, 


и ин волучаень теозену площадь кривои трапепаи равна предёлу 
суниы или внутреннихь или внотупзющихь элементарвыхь прямоуголь- 
зиков®. 


Легьо теперь точуч 


болье об1й рэзультать РаздЕливЪъ тра- 


де пояноугольнихи общаго типа, сумму 
4ерезъь $  Фчевидно 410 


| Перахогя 

в быв 

| д такъ какъ крайне члены равны ^^ то 

ди = би. 5 
СзЗдовательно: пломадь трапен1и равна прешвалу суммы элемен 
зарняхь прямоугольниковь любого тина. 

Яска мн предполэгали, что ординате ьоизой здутъ олёва на - 

право возрестая. Но теорема, очевидно споаведлива и тогда, «огдё 


ординат» кривой является убнвающеи функи1ел аосцисся. Дзистви- 
Фельно состаточно ивы 


нать ваправлен1з оси ® въ поотизоположное 
чтобь ординота, къкт функызя абсциссы, обратилась изъ убываюмен 
въ возрастаюную. 

Сяъповалально, тео 
ниченной сверху 


зна сараведлияа для вояко» погпеизи, огра 
тонной коивои. 


Боли „е трацен 


Чена волнообозаной дривой 10, 10- 
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суныа которняь, по-прех 
ранеяёю на н®окольно част 


строив® элементарные праямоурольн 
му, пу бузеть 3, МН 0285%, 


ыы д А 


в э 
ю 


#3% КОТО 
оняой кривой. Пусть 
... Пяслави этихь частей 
Воли ^^, пощень всей трапенли, то 


ЯХЪ была бы ограЕ 


Мммм с. 1). 


| Обоззачниь че0е8ъ 5..3, 5. чь+ 


1 1 1 


умны 18хъ элементарчихь прямоуголь 
НИКОВ, КОТООНе ПОИНАДЛОЖАТЬь СобтВВтЗтвенНо розпеи ями мм... 
По докёзанному, 


лк= на $ ма ми мо м, 
< ь, 

го . $-3 +5. +3, т. 

& ПОТОМУ 

т.2. ме ймз . 


ВСЛИ МЯ-БУШЕМЪ МБОЛИТЬ ВЕЗКОВЯЧНЫЙ ПРОПЕССЪ ВСОЛВиОВАТЕЯЬ- 
ВАГО ПЕРЕХОДА ОТЪ ОДНОГО ДЪЛЕНТЯ ТРАПЕЦТЕ НА ЭЛЕМЕНТАРНАЕ ПРЯМО- 
УГОЛЬНИКИ КЪ ОЛВДУЮМЕМУ ДЪЛЕНТО ПО ТАКОМУ ЗАКОНУ, ЧТО ДЛЯНА ВАЙ- 
ВОЛЬШАСО И3Ъ ПОДЫНТЕРВАЯОВЪ, НА КОТОРЯЕ ДВЛИТОЯ ОСНОВАНТЕ ТРАПВ- 
ЦГ#, ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЕТСЯ, 10 ПРЕДФЛЪ СУШИЫ ЭЛЕМЕНТАРЯНХЬ ПРЯМО- 
УРОЛЬНИКОВЪ РАВВНЪ ПЛ ‚8 ТРАПЕЦТИ. 

Вороче дз ин эту теорему формулируемъ танъ. 

ПЛОЩАДЬ ТРАНЕНТИ РАВНА ПРЕДЗЛУ СУММЫ ЭЛЕМЕНТАРЕНХЪ ПРЯМО- 
УГОлЬНИКОВЪ. 

.Эта теорема для нась основная, При поиложеняхъ ея чрезвк- 


чанЕео важно то, что спосоон дзлентя трапецти .могутъ чыть васьча 
разнообразны. Аногда удается подобрать такой сПособ»ь дфлек\я, 
пон которомъ сумма 3 и ея предёль в стВновательно, и площаць 
Трапен1и, легко вычие ся 


0 ПЕРЕХОД КЪ ПРЕДВЛУ. 


#ы дочозэли. площадь тропедаг разно предёьу суниы 3 элемат- 
торчыхь прямоурольниеоеь. 

Пря этОоыЪ МЫ ДОЛЖНЫ мзслизь что процессь, котооши несъ 
приводить къ предзлу сумиы $ ,„ проясхокить та что величива , 
изибольшего поднчтарвале бэезконечно умаляется. 

Фак!е процессы хогуть быть везьма разносбрааны. Простёйцшей, 
ча“ъ било учазено, заключазтоя въ тонъ чтл ота зпакаго дёленя 
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чы переходимъ къ слфдующему, дзля интервэля предыдущего дёлензя 
пополамъ. 

Но мы мокемъ перзходять отъ одно"о дьлензя къ слёдующему 
раздЪляя подинтеовалиы предндущаго дзлентя че пополамъ, а на кахге 
угодно ЧИСЛО Частей, какъ равныхъ, такъ и неравныхъ. 

Яэконецъ мы можемь переходить отъ старато дёлен:я къ новому 
д%флен1ю, не удержизся ни одной точки стараго дёлен1я. Такъ, на- 
примёръ, мы моженф въ первый разъ разделить основан1е трапензи 
пополамв; зат®ыъ при второмъ дёленти мы раздёлимнъ основанте на 
три равинхъ части при третьень-раздёлииЪ на четыре части и т.д 
«Слёдовательно мы каждый разф дёлимъ основанзе трапензи на равныя 
части, но такъ, что при перехоц® озъ одного дзлен1я къ слёдующе- 
ну число частей возрастает на единицу. В& такомъ случа при каж- 
ломф дзленти всё точки дёленая будутъ не тв, козорыя служили “оч- 
ками двленля при предивущемь ззлен1и, и въ то же время яоно что 
пря таконъ переходв отъ одного дфленля въ прупому величина А. 
те. длина паибольшаго промехутка имзетъ предёломъ нуль. 

Очевидно, что можно придумать и иные законы такого послёдо- 
зательнаго перезхола от% одного двлензя къ слёдуюзему, чтобя А, 
безконечно умалялось. Вообще асчерпать всф подобные законы не въ 
состоян1и никакое вообраяен1е. 


Предположим» ке, что мн внора:и какой-‹ибо законъ такого пе- 
рехода отъ одного дфленля «ъ слфдующему, что А, безтоначно умаля- 
этся. 

Обратиль теперь вниман1е на слЪдующее обстоя.ельство. когда 
и» ИЪлимъ основан1е тоапец1и на подынтервали, то, чамь меньше 
длина „А наибольнаго подннтесвала, тфыъ вообще говоря, больше 
число самих подынтеоваловъ, „ слфровательно .тёмф больше я число 
точекъ явленля. Поэтому, если, при изреходв оть очного дёленя и 
олёдуюшему, 


А безконечно ухаляетая,"о очевивяо, что 
чис-о точекь дфлен1я оезкокечно возрастаеть Й вотъ ча первый 
азглядъ казалось бы, что требованзе, чтобы величина А. безконечьо 
умалялась, ножно било бы заивнить требованземь, чтобы число т0- 
чехъ дёлен1я безконечно возрастало. Но легко видфть, что такая 

8 е возможна. Въ самомъ дёлв, раздаливт, напоимёрь осков- 
терваль на три части точками а и №, ин уогли бы затбиъ 
переходить отъ каждаго дфлен1я къ слёлуриему, лёля пополам, за 
иоключентем$ изтервала (ц,№ ), каждый ивтеоваль гредылущаго д% 
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лензя. При этомъ, очевидно, число точекъ дзлензя будетъ безко- 
нечно возрастать, ъо для всякаго дълентя интерваль (4: ь )бу- 
детъ назбольшимь, а слёдовательно величина Л. ‚ равная его длине, 
не будетъ безконечно умаляться. Бъ вику этого нашу теорему уохно 
формулировать такъ 

ПЛОЩАДЬ КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРАПЕЦТИ РАВНА ПРЕДФЛУ СУМКЫ ЭЛЕМЕя- 
ТАРНЫХЪ ПРЯМОУРОЛЬНИКОВЪ, ВЪ ПРЕДПОЛОЖЕНТИ, ЧТО ЧИСЛО ТОЧЕКЪ Д- 
ЛЕНТЯ ВЕЗКОНЕЧНО ВОЗРАСТАЕТЪ ТАКЪ, ЧТО ДЛИНА НАИВОЛЬШАГО ПРОМЕ- 
ЖУТКА МЕЖДУ НИМИ ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЕТСЯ. 

Но въ такомъ случа площаши элементарныхь прямоугольниковъ 
будуть тоже безконечно умаляться, & потому мы можемъ нашу теоре- 
ъу короче формулироват» и такъ 

ПЛОМАДЬ ТРАПЕЦТИ РАВНА ПРЕДЗЛУ ОУММЫ ВЕЗКОНВЧНО УМАЛЯЮЩИХ- 
СЯ ЭЛЕМЕНТАРНЫХЬ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВЪ ВЪ БЕЗКОНЕЧНО ВОЗРАСТАЮЩЕМЪ 
ЧИСЛБ. 


ПЛОЖАДЬ ЭЛЛИПСА. 


Какъ примвоъ вычислянъ пл 


ощець эллинса, даннаго уравнентемъ 


о ты =1 1). 


Одновременно съ нинъ разсматриваемъ кругъ построенный нь 
` большви оси какъ на дзаметрь Ураввенле 


этоРО круга, если чзрезъ % обозначимъ 
его ординату, будеть 
хи -а 2}. 
изъ 1) и 2) слёдуеть, что 
ч < 
>= 3). 


т.е. ордината эллипса относится къ соот- 
вётотвующей ординат круга, какъ малая ось къ большей. 

Двлимъ точками хх. х.„.. большую полуось на подынтервалы 

1 стоим внутренне элеченгаюны  птязочрохьники как% для эллип- 
са, такъ и дая круга. Пусть 

ма. М м. 


“. 
площади элементарнихь пзяноуроленикоРт, проинаплемащихь эллепсу, 
я 42 ихх сумма. Черезъ в обозначиль сумму элензитарныхь ноямо- 
УТСЛЬПЬКОСт, ПОНИаллЬЖАМНУТ КРУСУ Йо ПУ 


ихъ площади. 
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Площади двухъ прямоугольниковъ оъ оавными оскованзями отно- 
сятся какъ высоты, & потому 


пл = т, 
__& 
м ет 
& 
м - ам 
& 
Ч а 


Складывея этд равенстьа, получинмъ 


$ х 
- <! 
Переходя къ предфлу, ичфемъ 
_ 8 
бл = о Вмь 
слёдовательно если Э площадь эллипса 
эм 
у а. и 


озьуда заключаень что 9 -Т®Ь 


ГЛАВА Т. ОТРЕДАЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЬ 


Условичея въ нихеследующихь обозначентяхъ. 

Подъ б.н мы будень оазумёть двф пооизвольно взятыхь посто- 
яннахх велачянн. Возможны дна случея ила ок или аб, 

Между этими двуня величинани мы вставляеъ рядъ произвольно 
выбранныхь поомежуточиыхь чисель 

хо я, их а 1), 
которыя будем называть часлаги »Х.. Вяч виду симуетраи, положиыъ 

= , ба =ь 

Каждое изъ чиселъ 4..; равно каб“ я ихъ число, берется совершен- 
но произвольно, съ ещанственниниь ограничен1ем$ оядъ 1) должен 
цзвать радъ возоастающихь чисель если “< и рядъ убавающихь 
чисель если и >6 . СлАдовательно, это есть такъ назнваеини мо- 
нотонныи рядф чисель 

Когда выбраны числа %. то ими весь прочежутокь (© & ) 
разосьется на нёсколько меньших промелутковь 

4%) (к %,) (9 %),...- (Хи: Хин) -.. (Жи 5} 
Въ кажкомф изъ этихь промежутковъ мы выберемъ тоже совер- 
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шенно произвольно, ьакое нибудь число. То число, которое выбрано 
зъ промежутк8 '(х, ^„„ } обозначаемъ символомъ „- Получимь си- 


стену чисель *^ $ $ $ $ В 
°› %? 23 “- 


ахдое число $, необходино долхно быть промемуточнымь мехду 
Кии ны › НО 12 асключаестоя возможность того, что оно совпада- 
етз ила съ %„ или съ.Х.,.. . 

Взаимное соотношен1е чечду числами %, и { можно схематич.- 
ски представить такъ 


у 
Воли же мы изобразимъ числа точкаии ня оси абсцисс, то, 
смотря по тому, какоз изъ двухь чиселъь &. и & больше, мы полУчимЪ 

слёдующуе геометрическ!1е образи 
Ь Е, М м РИ ЗЕ НОНО АОН ЗН 


; 
5 
о м > 2. *„ & $ ха миь Яны Мк х. & 


о... © 


$ ®. +, № Хи Мории 5." 


з ® 

Въ ВИ: ЭТОГО чы будемъ называть числа ЭХ точками дзлен:я, и 
буденъ. ровортть, что точки 5%, дВлЯТЬ основзой интерваль на подин- 
терваль („ ‚№... } Выражаясь же геометоическимъ языкомь, мы 
чожемъ сказать, что выборъ чнсель %„и $ совеошается СЛёДУЮЩЕМЪ 
образомъ: основной интерваль (&, &) делится произвольними точ- 
ками дбленая №, на нФкоторое число подынтерваловъ, въ каждомъ из» 
хозорихь затВмь отизчазтоя, тоже совершенно произвольно, какая 
яибудь точка $,, 

Вообразямъ теперь, что перемзнная величича х переходить отъ 
значентя © къ значению в, принимая послёдовательно значеная, 
розныя зыбоаннимь промежуточным числаие Х,. 

Когда х переходить оть значен1я хх къ значенто Я... , то 
онъ получзехь приращен1е, равное разности \„, х. . Эту раз- 
ность мы буяемъ обозначать символом (УХ 


Аха, - к 


Таким образомъ, выбравъ ряд промежуточьыхь чисель® Хх. х 
19 тит ознячъ повучазыь оярх п23а07ь4 
х-а о жм-х,, ме, че 
копоче обознэачаемнхь символами 
Ах,, Ах, Ах, ... Ах, хи. 


Эти разности, очевидно, будуть положйтельны, если ис , и 01. 
рипалельиы, если ©? & . слидовательно, всё эти разности всерда 
имфють одинъ и тотъ же знакъ, причечь абсолютная величина кажлои 
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разности Ао.„, очевидео, равна длин® подынтервала (к, %н.,). 
воли же мы условимся считать длину этого ‘отрёзка положительной 
или отрицательной, смотря потому, лежитъ ли точка Х,.. прав$е 
или л%вфе точки Х„ , то длина интервала (х, х„.. } будет ра 
га какъ разъ Ах, . . 
Абсолютяувк длину наибольваго подынтеовала обозначимт чеоез 


Л. 
АНАЛИТИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНТЕ СУММЫ ЭДЕНВНТАРНЫХЬ ПРЗМСУРОЛЬНЯ- 
КОВЪ 


На локазалР, что площадь кривон трапепзи равна предзлу су» 
$ безконечно умаляюшихся элементарныхь прячоугольниковъ въ без 


& 
#. ` 


5ечво возрастающем чя 
Посмотрим, какимъ акалитическимъ вырахенземъ можеть быть 


поедставлена зта сумма. 
Применф основан1е трапецза за ось х и пусть 4-19) урав 
нензе данной кривой. 
РаздзливЪ оснозанзе тоапец1и на чолынтервалы точками Кей 
знбравъ въ каждомъ изъ полученныхь подынтерваловъ точку &„ 
и, высотами которыхъ служать 


строимъ элементаряне прямоугольви 
ординати точекъ к . 

Первий злементарных поямоурольникь имтетъ основанфемь отрт 
зокъ, длина котораго равна х. — 
высота же его равна значензю 
} (< ) ри х-$, , 

потону пловаль его равна 
1. Кое 5 
35 Як» & Основан1е втооого элементарно, 
треурольника разно Х«.-х высота ле его вавна т } 3 пот 


площадь его ревиь 
Ех) 
‚ 1. Б20бие очевидно, что высот) кавого-ниоудь прякоугольник 
оспован1емъ вотораго саужит® интервалу (%„,хи..} равна | 1 
г потому площедь его оавна 

иже вы) 
ПослеляТи прччоуголькиюь амтетъь осгован1емъ ичтерваль (%, 


ани к 
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Поэтому, если $ сумма площадеи вс%хъ элементарныхь прямо- 

УРОЛЬНИКОВЪ, ТО 

Е ое -) КЕ = Кысь +8, 9@-%, ) 

Мы будемъ называть эту сумму чнтесзальной суммой, и такЪъ какъ 
площадь трапецфи равна предёду этой суммы, то, сиздовательно, 
реометрическая задача о вичисленти плошадей преобразуется въ слз- 
дующую аналитическую задачу. мы должны найти методи, которые да- 
вали бы возможность вычислять предзлы интегральныхь сумы. Къ из- 
слёдованзю подобныхь сумм съ чисто ан 


итической точки зрён1я 
’ ны теперь и перейдемъ, но замзтиль, что къ аналитическому выраме- 
наю суммы $ мы приюли, разоматривая кривую, которая всвии своим 
точками ленить выше оси >. . Въ такомъ олучав геометрическое зна- 
‘чензе этои суммы, а также ея пред®т2, чреззычаино просты. сама 
сумы» 5 равна сумм плошадеи элементаоныхь прямоугольниковя, 3 
предфлъ ея фавзнъ площеди трапеп1и 
Во если кривая всами точь лежать выше оси х , то функиая 
{Х ) принимаетъ только положительныя значенля. 

Мы теперь разсмотримъ, каково геометрическое значензе суммы 
$ и ея предёла въ томъ случа когда функия 4( а. } иожеть 
принимать #з тольхо положительныя, но и отрапалельныя знваченыя, 

а также разсмотримъ и тотЪ случая, когда о. не меньше 6, какЪ ме 
до сихь поръ неявно предполагали, но больше 


опРадЗЕ 


пусть же | % ) какая уролно, произвольно данная фунецтя, 
непрэрчвная въ нзкоторомъ променутна (© 4}, и пусть 


$ НИ в каре, в «9, 
ЕВокслько короче мы можемт представить эту сумыу ТакЪ 
= Как Кая <, ЗА. 


но эзыхясвечна } 


#3 05 


или, еще короче, такъ В 


3-Х Ев, 
Такое обозизлченае при всег своеи коаткости, чрезвячаино 


и 
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удобно бимволь х ‚ который есть не что иное, какъ прописчая 
греческая буква сигма вообще употребдязтся въ матейатик® какъ 
слшволь суммя. Волёдь эл нимъ стоить внраженте 


О Ах, , 

которое звоим$ видоиъ должно напоминать, каковы слагаемыя раз- 
сматриваеной суммы. Наконепь внизу и вверху символа суммы‘ стоят® 
18 данныя величины ой &, между которныи вставляются нромежуточ- 
выя числа 5, , и чсторыя мы будемъ называть предёлами суммы; изъ 
зьхЪ ©. - ЕИЖНАЙ предфлз, ь - верхн1и предфлъ. 

Разсмотринь реометричесчое значен1е сумны > Предположимя 
кривую и соотаётотвующуе элементар- 
нихь будуть лежать вние оси х ‚дру- 


ные 
Ре 


Слараэмыя стыин ь 
5-2 о. 
можно пазЕфлить на два класса на положительныя и отрицательныя . 
Разомотримь гаометрическос значен1е 18х5 н двугяхь Пусть 
ПАЛ А 


ваное набуЕь поло: 


23 дагаемое. 
каз 56 , 16 Их, положительно, 


С° © 


А Е | . 

1 чт о ан й В А ПРОВБИ УНОХИТел 
В <. й й 
{ |. { тоже ноложателенъ, а потому веле' 


слагаехаго очевидно равна плонади эле 
изитарьёро прямоугольнике, который весь расположень выше оси х. 
бладовательно срима з04хъ полояительныхь слагаемнхь равна сумы 
пломазой во%хъ тЖхф эламентарнихь прямоугольнико орые рас- 
положены выше сои <. 


Разомотряна 1 еэрь чакое-зибузь отрицательное слагаемое 
Ю 


А Ах, 
у сотоаро, слиззплезльно, нпожитель { ( %. ) отрицагелену. 

Ноямотвольнить, основантень вотораго служить отрьзокъ (3% 
5... ), расположенъ виже оси х, и вноота его, какъ геометриче- 
х, савна - 1 (в), а потому площадь еро равна“ 


ская вел 
Слувователено абсолютная величина всякаго отрипательнаро слагае- 

с суммы 5$ равна площади элементарнаго прямоугольника, распо- 
тожекнаго яияе оси 5 Очевидно, что’ суина всфхь отрицательныхъе 


А 
5 Я 2 
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слагаемыхъ тоже отринчательна и равна, го абсолютной величине, 
сумм площадей элементаоннхь прямоугольниковъ, расположенныхь 
ниже оси Хх . 

Ясно теперь, что если ян черезъ 5 обозначимъ сумму воёхь 
тЪхь элементарняхь прямоугольниковъ, которые лежать выше оси х , 
а черезъ $, сумму лежащихь ниже оси ® , то 

55$ 5 
а потому, всла поедиолохимь, что число промежуточныхь точек х,. 
безконечно возрастаеть таяъ, что „А , наибольни промежутокъ между 


ники, безконечно умаляется, то 
Чем, оз бин, $ — фу За, 

Но $ есть сумма элементарнихь прямоугольниковъ лежащихь 
выше оси 5х поэтому ея предёлъ равенъ суммыВ всвхъ тЁхъ плоца- 
дей, которяя ограничены снизу осью %, а сверху т&ми частями 
даннои кривой, кбторня расположены вне оси х, 

Такяе ясно, что предфль сумин $. равенъ сумм8 площадеи 
сграниченинхь озь® % и тзки частями кривои, которня лежать ниже 
оси >. 

Поэтому, если черезъ м , М, М,,... соознёчимь 14 площади, 
| ? ограниченныя кривой, которыя 


д 


лежать выше осх х , а черезь 


МИАН 
и, м \ ... т которыя 
Аа \: \. Из а м) 
Св № о“ < лежать ниже, то 
\=/ \* \- Фея у мчиь я 
5 т 


5 Е 
& потому 


ло, За аи мис 
Зто равенство легко выразяте въ словесной фор 


если ввести са- 
№0 собою непрешивающееся условле` будем» считать отрицательными 
8 плошзли, 
чаотен 


= 
я 


экъ ординатн т8хъ 
ъ эти площаци, отрицательни, 
то, ослёдовательно, мн очитаемъ плошадг положительны: 


ичиваюе 


фивой, котосыя ого 


: или отри- 
пательнныя, смотря потому, поломительны или отрицательнн орхича- 
тн точехь этихь пложалэн: 

Вще нагляднёе это условте ножно рормулнровать такъ: вособа- 
зяиЪ подвяжную точку ЛХ , которая лвиязтся по кривой, увлекая 
свою опайнату елЗва На-праее. Мы буденъ ечитать положительными 
тв площади, котория процтгнится пиложисель ние к ораничгани, и 27 
рицательняыи т% площаци, которня пробъедотся отрицательники офлн 
натамн. м о | 
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ин можеиз рак: 


[о 


АЯРЕВРАНЧЕСКО | СУММ® ТВУЪ ПЛОМАДЕИ, КО- 
ФО} КРИВОЙ. 

Факинъ образом из че только доказали, это суима 5 лизетъ 
предфль, но и наили, чему онъ равенф. Однако этого мы востигля 
предполагая, что 95% Цусть же теперь о. 75 

В: данномь случа» всё разности ДА х, будуть отрицательни 
поточу это чнола 

и. 5,5, р 


$ 
оядф. Поэтому какое-кибуль слагаемое суммы 
$ , напрамьрь слораекое 
5х 
булетъ голожительныме только тогда, когда множитель < к } от 
рицателенъ. СлЪдовательно, соот- 
вфтотвуюйуи элементарный прямо- 


му 


ооразуюте убизаюней 


$ УРОЛЬНИКЪ будетъ расположена ни- 
те оси 5\,. Воли #3 ин возьмем 


я “ 


какоз-нибудь отригатегьное сза- 


гезысе 
16а, 

12 соотвзтствуююзи злементарнни прягоугольникъ ужё будетъ лежать 
з5е оси м. "акимь образомъ вз разсматриваемом® случа сумна 
положительнихь снагаеныхь равна сумм элементарныхь прямоуголь 
никовъ, лежащихь ниже оси Х ; абсолютная жз величуна суимъ отри- 
цательныхь слагаемыху равна сумиё элементарных прямоугольни- ^ 
508ъ, располеженныхь выше оси. Поэтому, обозначая по прежнему 
через Зв 3, бумиы площадей элементарныхь прямоурольникову, со- 
отвфтотвенно распеложенныхь выше и ниже оси х ми в разсматри- 
ваемомт случа имфемъ; 4= 


5 


9= -8 +3; 
, 8 сы ви, 

Мы видимь что и3% площаден, ограниченных частями данной 
кривои теперь выгодно условиться считать” отряпательными ть, го- 
ФОрыя ленать выше вси 55 ‚ а положительными ТЕ, ‘которыя лежать 
пис сти ® Г. вмтодие в сти зо дом 1я, повидиг, ‘у противойс- 
зожныя ганфе приняенмъ нами усяов1ямЪ Ио замётимь, что теперь 
начало крчвод 4 лежить правъе конца ея 5 Поэтому при лвиже- 


-21- 


ной точки но кризой отъ начала ея къ концу, оощина у 
не слёва напоззо, какъ то было реньше, а спцогва на 

Раньше ив условились очитать площаца положительным 
оицетельными омотоя потому, описываются ли окЕ положитель } 
или отрицательными ООдинат но пой этомъ поедполагалось, что 
движется слёва назраво т.е вф положительном + 


вам 
резлэн1я по ози 5% 

Теперь мя къ этому услов1ю добавим 
за на 


тагь, что если орпдината далжется сп0а. 


щель описиваемая положитэльной ординотои, 
щадь, онисываеная отрицательном ортинетои, 
комъ уоловтя Я в том$ олучез, когда из 

зумия 9 рав ая В 


2 
пинатОй коизо 


2 
я 
© 
В 


то ордината авач ь Иа 3 а ко- 
гда в. > ‚› то дв 
тэльчаго напоэвлэн 


ВНао 
ВаЗТЪ 
— — 
у | —— 
—; == 
— я 


$$ предя 
зат. ЗЯВ 
ЕСЛИ ЯМ: ФУНКН1 
МИ РАЗДЪЛУКЕ ЭТОТ МНТЕРВАЛЬ НА По 
МВ ТОЧКАМИ ©, >, м, .. Й ВВ КА дом УОДЫНТЬРВАдЬ 
(х. 2. ) БОЗЬМЕМЬ ПРОИЗВОЛЬНО ЯР точ $ 10 СУ 


о 


КОРЭЧЬ ОРОЗЛАЗАВНАЯ ТАЕЪ:, 
$- ЛА» 
ых. 


д НАЗЫВАЕМАЯ ИНТАГРАЛЬНОЙ СУМЫОЙ, ОБЛАДАЙТЬ СЛЕДУЮЛИМЬ СВОЯ- 
СТВОМЪ: 

БОЛИ ЧИСЛО ПРОНБЕУТОЧНЫ 
ТАНЪ, ЧТО НАИБОЛЬЙТЯ ЦРО 
СЯ, 10 СУМИА $ СОТРЕНЕЕСЯ ЧЬ 
ПРЕДЗЛУ, РАВЧОМУ ПЛОЛАДЕ, ПРОБ 
нтв КОТОРОи = ) 

Сбльдоватечьно, эта тзорена дасть замъ два факта пэрвыя 
фактъ тотъ, что су 5 тъ предфль, второи же фактъ тотъ 
что этоть предёль не зависирь ча от® выбора точекъ Х„, ни- отъ 
забора точек Ва линь Зы наибольм1и промежуток въ предьлв рав 
зялоя нулю 

Опираясь же на это свонотзо сумин 8, мы ножемъ ввести те- 
перь понят1е объ тазъ назыв 

ОПРЕДЗЛЕЙТВ" ПРЕДБЛЬ ат 


ь ТОЧЕК <, БЕЗКОНаЧНО ВОЗРАСТАТЬ 
МЕ НВЫИ ВВЗКОНЕЧНО УМАЛЯЕ- 
СТВЕННОМУ ВПО ОПРЕДВЛЯННОМУ 

ПАВЫОЙ ОРДИНАТОЙ КРИВОЙ, УРАВНЯ- 


т 


5 эпред®ленномь иятеграль 
Ой СУНЫЫ 


НАЗВБАЕТОЯ ОПРВА 
ТЫ ЖЕ и 


РЕРРАЛОМЬ ОРЬ Ф9НКЫТИ 1 {2,); ПРВД®- 
. в © ПА“ЫВАЮТОЯ ПРЕДЛАЧИ ИН- 


дв > Аа 


фунеши { х ). 

ЗРРАДЪ вало имзть 
ей 5 „интегрирова- 
укз въ ьвсьма широкомъ 
ОТВ МОИЗНТЪ ВЪ Про- 
эямыетъ, или яелен1е, раз. 
мъ подучять вознож- 

ь 379 по частяиъ. Посл того, канъ отдельная ча- 
сти предмета иволёдозэна, тогда, чтобн долучить понят} е 960 
всозмъ поедметь, мы колжны связать отафльния изолёдовенйя въ од- 
но дзлоз. Этоть пронзссх называется интегрировая1ем®. рсюда тер 
МИНЬ „янтеграль“ для результата интегрирования. Т0т5 жа ОТДЕЛ 
мате 


въ зиду слёяующее: 
113" ужз очель дав 


я, «оеда изо у 
зи, Чтобы тАМЪ 


АЗЛЬНЫЯ чз 


#0325 ИзоЛВНОв: 


який, воторыи изслвдуеть СВОЙСТВа интегралов, голучиль 
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назван1е интегральзаго иочаоленя. 
Для обозначенля опредвленяаго 


Принят СиУВОЛЪ, очерь хорошо напочяиен 
понят1я Пусть по паежнему 


Д=биив = У вова, 3 


Общти тапъ слагазмыыхь интеграленох суымы слё дуют. 


Чо А к. 


равно проязвеяе 


т е каждое слагаемо 


которое при це Сявдов 
#02 чибуцщь “лабаемоа чадо зъ выра 


2) Вх 
дать Хи Ах нёкоторья опредвленныя 
зказзть, что умна 5 есть 


мы ноязмь 


зяарземыхь хипе 1 (> Ах 


® сяъвовательно може 


введэамь таизоь п9 $ правой части этого 


ревзнофв5 мн опустимъ си 


элзячэе 
Чтобы не забывать что 
дВло идетв не о самой предфлв в визото вим- 
ьоле $, будемъ пясеть символь 

} 
чоторни носить названзе знака интеграла, и эсть нз ЧТо иное какъ 
старинчое удлинзчиое латинское 9 *} Форд» получинз” 


= еочь 


что суввально надо читать такъ (А равно предёлу суммы сласаеныя 
коРорой ТИПА Ка ) Ч . Гэкь, подали |] 


зонло обозначена» 


этъ фунешя 


*) Иоиальная 6584 пя 
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сд вн его нижнЕй и веохнай предёлы. Функцая 1 (<. ) называ- 
ется подинтегральной функщей, © 

Такимъ образонмъ ъ слвдуощее основное равенст.о, ко“ 
торое по существу есть яз что иное, кахъ опоед®лен1е опредёлен- 
лаго ин”еграль 


ь 4 

[9х = 

> 
поичель, какъ мы ВИДЁли, сзонетрическа опрэдзленннй инлеераль 
равень Плонади пробьгаемо? 


Ь 
ик 7. о Аз, 


орллналой кривои, язобрахающей полн” 
тегральную функизю, ари и. 1ен1и ареументь Фузюцуи отъ нижняго 
преязле натаграла до верхнаго. Итекъ: опредёленныме интеграломъ» 
взятынь по деннону интервалу ( % ), называется прелель сумм 
зозхь твхь пооизвеленти, котооня получниь, эоли основной интер- 
$ на подынтервали и длину каждего наъ нихь помно- 
1 1 5Ъ ‘проязвольно взятой точк® этого по- 
перзходЕ къ предёлу предполагается что чаиболь-” 


иея &лЛИНа #ЗЪ ПОДЪ-ИНтЗОВеловь оезконечно умалаетоя, Поэтому 


по опредзлен1ю В в 
] Кало = фл Ухо >. 
© 


ГРЬЛЪ КАЧЬ 8 


35 верхн1и д нижний предёлъ антеграла ложно боать какзя 
угодиэ величины и ЕВ › лишь бы данная функа1я была непоеоывне 
въ променуткЪ между ними. Поэтому въ разенотвь 


Я ода 


4 можечь давать символ. ъ би йй различныя числовыя значензя. Но 
лин над Е 6 ин будемъ сиотроёть какъ на символы, могуще поини- 
числовыя значеня, 70 $ этой точки зрён1я они 

язтся пзозмфннычя величинами, поичель очэзвикно что споаведл: 


ВАКЪ 9, И 6 принямаютъ опред: 
з1н, величнна А тоже пох 


енныя числовня зна 
ть опредёлелное значен1з 
Но въ таконь случая, согласно общему опрелзлен1ю 


ункизи 
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величина д есть функцтя величин Х. и ».. Слёдовалтельно 
ОПРЕДФЛЕННЫЙ ИНТЕСРАЯЪ ЕСТЬ ФУНКИТЯ СВОЙХЬ ПРЕДЪЛОВЪ. 

Каковы свойства.этой функцфи и въ какихъ отношенляхе она 
стоитъ къ данной функции, это будетъ изучено нами въ дальн®ишемх. 


ИВРЕРРАЛЬ КАКЬ ПРЕДФЛЬ РАЗЛИЧНЫХ Ь СУМИТ. 


-Удерживая прежная обозначентя, мы имёемъ слёдующее основное 
равенство 


баке боны КБвылкя Обы, вая 
Е еск, д, -ь, 9 
Отыётимъ частные случаи этого равенства, которые получимъ, 
огоаничивая свободу выбора” чисел ©, и к . 
Полагая каждое &, равкыме Х„, получимъ 
бабе бе едоены + бооыя + едеь к 


>. 


чобы, 96, д В У зы, (3) 
а Принимая же какдое к равных Х„.;:, найценъ, что 
| ежу = в [1 вых -= = а, х} + Кот ‚-®)+ + 
еек, () 


наконец, ми можемъ органичить выбор® чиселъ %„ выбирая 
ихъ такъ, чтобы промежутки между ними были равными. Предполагая 
це, что интерваль (©.,% ) раздалень на и, равиахь частей и обо- 
значая длину чэждой изъ этихъ частей черезъ И. , такъ что 


= 
м 
зы амзмь 
тт их - хх, - ада, 
блародаря чему савенства 2) 13) триннизют® олёдую 
оды био «Ко "Кейт оо Цин А ю 
й Фодмх= Фр, ДА ву оу ед ми 1 * 446) { <») 
Бо ясна, что теперь 
х + — — 
© ох и ь 
анк, зо. х,- «ЗА, ф-т, 


от0и7 разелотза 4) 15) преобразуются въ слзлуюття 


И {ад Вии № Це хак + о + - а 9} (6) 


} Зеоба = фк К оне Ноыо оч + о &} с 


| $ позлзлу заключазтся в+ томъ, что Ь, бевконечно 
учаляется злагоцаоя беззхонечному возоастантю \ Факт какъ 


= 


то оавенство э} жОЖНО перепясать и въ такомъ видь 


ь оо + Ножки 
| боздх- оо В тен». аи ) 


и 


мы скооо воспользуемся этамъ равонствома 
о чиаваит 
аНТЕГРАВЫ | бичь [узко 
©. [о 


&сли опреязленныи интевраль вичисляютъ какъ предёль интег 


ральной суммы то говорятъ, что его вычисляютъ чепосрелстве»но. 
оЪ такого вычнолез1я вычнелимь ичтегзалы 
ь 
р ок, }. соъзь 
Аля этого вячислимь предварительно слкующую СУМиУ: 
$ за, + вм о + ма (© + #0) + - ви [2 +4 9 и) 


Хакъ три 


ИнсЕЯмЪ 06* часта на м Пользуясь оавенством® 


Змли имииев 64 (ли овал кл) 
ЗиЪ, ЧТО 
Зиильалиьо. (о. №) о (а +) 
Зы) о, — д (ая) 
С] 
Зет, зам (о.+ Я, № о (р + ИСЗ Н) - о +Я ии) 
Зблия, В балы (+ СЮ) бони ВВ) (чи К 


Складивая эти оавенства, погучимъ 
Че (© К) аби. - 005 бел п] — 9 (за) - 


Чи ©, т) -Ф-т ил (© ык.-#)} 


Слвновательно № 
595 о - 605 ( с. зи. )_ 
- Ям Е 
зая во вниман= 1) закаючазиь, что 
Ури, + зил, (о + + ил (иж) + С вы - 
валик - 2) е 
р & ль % 
Замзняя хе з45сь © черэзь д та ПОЛУЧИМЪ 
оно + ке + (4+ 4 ... о еси ВД _ 
= о и о. (А-В) <) 


ь, 
ЯЗ ум 
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Съ этими равенотвами часто праходнтся вотоечалься Позжому 
на ыВиает$ их замтить. 
5 р ея 
Вовьмемь тепзоь общую формулу (отр. #9. ) 


ь - 
Фрорчеь = ед Чо аа) + р аа и) 
,, 5 
| к $ сл 


За, бняя здёсь А 3 ) снача:а через зиих  поторъ чесезь 5 х, 
ПОлЛучимъ 

$ и 

{ нльцо. фито ВА месье Зуб + су 

№ а 


Рея Ч фри хто, ха о мед (и ЭЦ 
о. ы 
Принииая 80 внимануе 2) и 3), найдемь, что 


1 ооо = бил. ЗЕ - 6-8 
0 
к 
= 9х в ЗЕ" а) м 


а окончательно 
й ких Ыб чоьа, 


‚роза веб ии 


. 
Задача Доказать, пользуясь равенсавогь 4) что 
4 1 о* -ь 
Пет че =ё-а. 
(+4 = = 


ИНТЕРРАЛЬ СЬ РАВНЫМИ ПРВД 


АМИ 


До сихъ поръ мь Прелполагали что предёля интеграла с ий 
че равны между собой. Чо неръяко приходится разсматривать интер- 
ьалы съ равными поедзлемн. Очевидно Что дая * 


Е 


%Ъ ИНТобраловъь 
поегнзе опоедфлен1е не годится, хотя осы потому, что есле равно 
ё то между ними нельзя встав 
димо озоти новое опредфлен1е, которое въ 1 
ои связи съ поежнимъ. Этого мы дости 
изтричеокимъ значемуенъ и 5 


точныхь зисель. Нэобхо- 
врехя наховилозь 5 


яь 


5 
я 
в 
с 
< 


„ весла вос 


эговла. Интег`авь 


с 


з. адм 
пона ©. чз равно 2 , геон: 
пяатоя площа 


трапеция ти. „4 


а 
ужеть при 
Дате Ва обратится въ 


щедь, золи ® 6 
маконепь зови 
нуль, а ПОТОМ 
ВОЛИ ПЗЕДЬЛЯ ИНРЬРРАЛА РАВНЫ МЕ\ДУ 
ПРИНИМАЕТСЯ РАВНЫМЪ НУЛЮ 


Ри ° 


«у 
СОБОЮ ТО ИНТЕСРАЛЬ УСЛОВНО 
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Согласно этому опредбленлю, какое бы ни бнло © всегда, 
с 
$ фед, =0 


ПЕРЕМЗВННОЕ ИНТЕГРАЦЕЯ. 


Необходимо обратить вниманзе на слёдующай фактъ. хотя опре- 
дфленныи интегралъ есть функцзя своихъ предёловъ, но онЪ никогда 
не бяваетъ функи1ей аргумента данной рунки?и. Такъ, напр. если 


по поекнему р 
«= {9% , 


то А есть функция © И 4 ‚ но нн въ какомъ случав не функция х, 
хотя х и фигурируеть въ правой части. Но роль его своеобразна. 


ь 
Сбимволъ {ко дл 


намъ напоминаетъ, Что есть Предвль суммы, слапаемыя которой ти- 
10а, } (х ) 4». Воли же мн вопомкимъ, что 


еаак = ба, 


ГДЕ 
= Нда = бел бедное И ан) 


то мы ясно вичимъ, что вф зыражене сухны 5 аргументъ 5х не вхо- 


дить; $ завчслть нз 0т$ х а отъ тёхь промежуточинхь значентй 
которыя лы выберемь между и , тёмъ болбе и предёль сумны 8 
зе иожелт быль @унинлей х мы же знаемь коомф того, что этотъ 
предёяЪ не зависить‘ и отъ выбора промежуточнихь значенай х., и к 
Такимъ образомъ зъ выражен1 
- $ орда 
вся роль х заключается только въ томф, чтобы показать, оЪ помо 
кокой функити составлен данных | 


янтегралт. Поэтому вывсто х мы 
`ли бы впоян® вправ® написать и иную букву, напр., “ вли ®, им 


пыфля бы что ь. р В 
1 Науча. =) Чей = ера 
Тоть самволь, когорий въ подынтегральн: 
еть эргументь фунеи, 1 сается перемфнной. интерращ и. 
Поэтому мы можемь знсказать слфнующее положен1е: 
Опредзленнии интеграль есть функи1я своихь предаловъ, но Ее 
есть функция перемннаго интегр '. 
Это особенно становится ясно, эзл 


ны взпомнимь геометриче- 


и 
ское зибченте 1нтегоала, Пусть м, площадь трапензи «До & % |, Тогды 


= 


% 
м = ]. ох 
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>_ Очевидно, что злаченле и, зависить отЪ того, 
Я какъ выбраны точки о и 8., но эначене м совер- 
тенно низ зависить отъ самого ® . 
Уы также нашли, что 
йа = сб ов, 
а. $ 


ево обл Зи. бил 
. 
ны видимЪ въ правыхъ частяхь 9. и 6, но не вадиьЪ >. , 970 
потому, что интегралы 8 
}: Я рллерь, {ой 


есть функцае ми $ ‚ но не функчаи © 


ГЕАВА ТТТ ОСНОВНЫЯ СВОЙСТВА ЗПРЕДФЛЬННАГО ИНТЕГРАЛА. 


Йзучен1е основнихь своиствъ опредфленнаго интеграла мы кач- 
намъ съ того, что н%сколько оасвириыъ понят1е объ опредёленчомъ 
тнтеграл%. Это расширен1е, не затрагивая существа понят1я объ 
опредёленнох» хнтегоалф каоазтоя только тои внзиней форма, вЪ 
которой можеть быть представлено подннтегральное выражен!е, 


ДАФФЕРЕВОТАЛЬНОВ ВЕРАЖЕНТЕ и ВГО ИНТЕРРАЛЬ. 


Вела (^, ) данная функиая и если чеоезь % (х ) мы обо- 
значимъ какую-нибудь ея первообоазную, т.е. такую функцто, что 


9 (®) = (0%), 


феерия = в. 


ферекнлаль н которой 
Это заключен1е можно Воволько расширить. Пусть ма имфемъ 

произведен1е какои-нибудь функц! и на дифференнзаль другои функция 

фе прочзветен1е типа 


еее че“ 


Зег..о у6%: 


ься, что такое проязведен1е мз тоже всегда мо- 
жемъ разоматринать какъ днффеознийаль ифкоторой функнти. Въ са- 
Мбит доле 


‚„ те1505ъ ясно, что эола через ов {х ) ьы обознечаче фучкие, 
производная которой равна, № (3х) из к х # 10 


зы сея} в АВС 


Таль изкоторой наши: 


ЗкиНЪ образомъ оказывается, что вызажзитя типа 


рю] их, меж 


0х) 
будучи оазлачня по внёиней форм8, го существу предотавляотъ одно 
; тоже: каждое изъ нихь есть дифферений аль м 


которой функцзи. 
Эт, выражен1я часто называютъ дирференцалами. 

Пели тепеок СХ ) 
$ интегоале 


‹ (>> ) то подентерральное выражена® 


} Тогда самы: инзе- 


:1Ю ПОГЯт1Я объ нгерралё о 


КЫИ: НАЗЯЗАВЕСЯ ИНТЬ- 
й раша 

2х) | очку а, 

ЕНПТАЛЬНАГО ВЫРАЧЕНТЯ М (Хх) 4“ (х) 

УвЕИТН, Ух) и (= ) 

] [+ чо) ом 

М видимо, что дриствительно, это озошяоен1е ьз касается 

суцества понят1я объ опрелёя о 

въ котосихх можеть быть предоть 


аль, а только т®хь формт 
попынтегральное виражене- 


1ВОЛЬ 


подстановки Ргрзютъ въ уатематикВ довольно аначитель 
благодаря том 


"что ОНЕ Часто даютъ возможность пред- 
ставлять зъ очень сжатой формё оложныя внражен1я Этихь символовъ 


дзь сяиволъ поостойи подстановки и зимволъ двойнои подстановки. 
ЗНАЗЕНТЕ СИМВОЛА ПРОСТОЙ ПОДСТАВОВЕЙ ОПРАДФЛЯЕТОЯ РАВЕН- 
СТВОиЪ = 
(= 20) | 
Какъ ме зидимь символохФ прос“ол подстановки служитъ поямая, 
НЪокояЬкоО хлонная черта, Имъ ИпЗАБЗУуЮТеЯ ДлЯ ТОГО, чтобы ука 
зать что въ выбаженти пере «оторымъ онъЪ ст5и7ъ гадо перемён- 


ную величину замфиить какикъ-нидудь значен1емъ 
пимугь то значене 
Такъ, напримёрь 


ЛИЧИНА 


если въ выраженти 
а. -5х «Ню 
ие 
то пишуть 
+ Н* 
4-х 


ить х. чорезъ 1, 


Троазводя эту за 
бк й «+ 4 
р ПЕ АД +4 Я, 


Подобных же обоззомъ найденъ 


: х=$ 
рии / 


13нУ, ПОЛУЧАМЪ 


5+2455(1=) 


которнмъ должна быть замфнэь 


У + ба (6Я ) 


Вверху са4вола 


на перемённая вз- 


--4 


5. очевь часто прихочщится въ каьомъ-нибудь внраженти 


4%) 
замзняль Х, сначала одчииь какихъ- 
другимъ значентемъ &., и зат® 
пеоваго `Нолучается оазность 


Ф) 


4) 


х=ё 
|. 


уд> зьачензеаъ $ 
чъ второй‘результатъ внычатать 


ПОТОМЪ 
ИЗ 


55, ЭТОТЪ провессь ПОЛЬЗУЮТСЯ СИМВОГО {Ъ 


называзиныт сииволонъ взойнои подстановки. Следовательно, 
ЗНАЧЕЧТЕ СИМВОЛА ДВОЙНОЙ ПОДСТАНОВКИ 'ОПРЕДЪЛЯЕТСЯ РАВЕН- 
Ствонь 1-е . | 
ы фе Чи -%:а м» 
ка 
ы 
но вифсто Этого часто пишуть такъ 
4х=6 
О 
„лин еце короче, такъ 
69] 
Наприньрь иифемъ. 
В 3-99 0 __ 45 
о 4+8 4 1 
= х» 


пан] 5 


Такъ какъ всегда 


> сх) - $: - 


хо 


< (>) 


15.28 


ое = Их) - | 


ры 


_ 32 - 
10 можко напиоать символическое равенство 
[= хо %=а, 
[2 / -/ 
Задачи. Показать, что 
С 


| дао ат 


+0. 


=“ Дочери колеи ДР 


ИНТЕСРАЛЬ ОТЪ ДИФФЕРЕНЦТАЛА ФУНКЦТИ. 


По отоедёлензю, интегралъ 


ы 
1 4х. 
есть предёлъ слёдующеи сумми: 
у э®) «РЕ Уса Аб х,)+ ео 24-х, } 


Вспомнявъ это, поелположимъ, что требуется вычислить слёдующзи 
опоед%ленныи интэгралъ: 1 
Ча и 9. ®) 


ПДВ и“ (т ) данная Функтая , по спредзленаю 
\ ыы Их (хх 
Слфдовательна, интегралъь 5 есть предфлъ таког сумми 
О к А. ; р 
9 ОЕ, 9) +9 бер) +ФЕро-вд+ ФО, )ф-х, )) 
причемъ кажноз число „ Мь зоженъ брать совсошенно гроизвольно 
въ промежутка (Хол еа). 

Зтимъ произволомъ ми воспользуемся олёдующимь образомъ 
возьмемъ числа 5 такъ, чтобы, согласна тооремв Лаграниа, иивли 
ыЕсто равенства 

Чек -х = рек - Ор 
88) (ерх = Фе) - 42%) 
© с - ха) = 90 - 9) 


ОЕ, ба Фо) 
4 (56-х ЕО - Фех, } 
Складчвая воз эти равенства, наидемъ, чтс 
$ = (6) - «аси 


й слёаовательно & . 
азвою — им ь уе 


АЛА ФУНИЦИЯ РАВЕНЪ 
ВЫЪ И НИЖИВМЪ ПРЕДЕ- 


- зз - 
ЛАЖЬ ИНТЕГРАЛА 
8 
[а Фе 
.. 


Пользуясь символомъ подстановкь, эту творему ножно запивать 
такЪ . < 


[да - [= р (х) вы” 


Зач тимь частный случай ея 
Ь 
| м Ь а 
=. 


Яоказанная теорема даетф возкожрно легко вычислять опредф- 
ленные интегралк. в томъ случад, когда подынтегральное впражея+е 
Мн `сумшвемв представить вь видё дифференц{фале функцаи, Пусть нё- 
примёрф, требуется вычислить интеграль 


р за 


в 
> 
Замьчая, что и Ч › МЫ Пишевъ 


В ОР 

з > 5. 

[54а (= |. г 2, 

Задачи. Ноказать, что г 

5 9 - 3 к о 
91 ЗЕ? ^и з ,х 4 ) |= ® 

г ыы 

г { =, ®) мы хо 


Ь МЕЖДУ ОПРЕДЪЛЕННЫМЪ ИНРЕГРАЛОМЪ И НЕОПРЕЛЗЛЕНОВИХ 


Цонятле 060% опред хенномъ витеграл® Ууь ВВЕЛИ, ЕАРЪ ПОБЯТае 
о предёлв изкоторой фл 


[ооах р ела 


Совоёиъ инымъ путемъ мы пришли къ понзятаю 96+ неопрех®ден- 
ном интеграл& 65 нему ик привли, изучач дёйсРв1е, обратное диф 
ферендеоовантю, По бтведёленю 

од» Фы © 
есан Фы {8 

Факиць образомъ источники происхохждензя поняттй 6% онред8 
хенныхъ и неопредфленныхь инзегралахь глубоко разхичяы. И врат, 
несиотря на это, бтазвается, что ‘эти два зояят1н но евояш»в своЁ- 
ствамъ нахонятся настолько въ СВОЙ СВЯЗЕ- мехду собой, что ебля 


— за - 


онл окончательно и не сливаются въ нёчто одно цфлое то вое-такч 
настолько сближаются чежду ссбоз что аногда враница между ними 
почти что стирается. 

ТРОРНУА. ОПРАДЗЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЪ РАВЕНЬ РАЗНОСТИ ЗНАЧЕНТИ 
ФУНЕНТОНАЛЬНОЙ ЧАСТИ НЕОПРЕЛЗЛЕВНАГО ИНТЕГРАЛА ПРИ ВЕРУНЕМЪ И НИ 


ВНЕМЪ ПРЕДФЛАХЬ ДАЧНАГО ИНТЕГРАЛА СЛЕДОВАТЕЛЬНО, ЕСЛИ 


обчю раб и? 

10 : , = 
[деле бане | фон @) 

зо 
Въ семоиф д8л8 изъ (1) олёдузуь, что 4% (х ) фо ), 


-о тредьдужей теоре 
| ры [лева Г 

на 
* георзма доказана Эта олза взЪ занбчачельнёйвихь и вахнёипихъь 
тесремъ. Она дазтт вамт возыожность вечислать опредфленный инте- 
2В вояк1й разф, когда ны знаеыъ неопрелфленный. Так, напр, 
пусть требуется вычеслить слфауюш1й определенный интеграль 
еБха 


4 


втеронрован1еме по час ваходим® сначала леотредфленнын 


Тебецю [В ат 


2 потову 


В =, . 
Н ба > Е 
| 4^“® У 1 к } 7 бн Ц 
[очно такие найдем что 


Е 
з,- +4 


РИТЕРРАЛЯ КАК 


ФУНКИЕ» НРЕДВЛ.ВЪ. 


РУСЬ 


Тазкъ какЪъ величиво м. очевидно сдиисртъ оть того, какля зна- 
чентя инаютт д. и 4, то м есть функция “и $. Слвдовательно: 

Спредфлечиый интавраль есть функотя СВОихь предфловь. 

йэ, какъ мы раньше вид®ли инфеграль не есть функи!1я перемфн 
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кой интеграц1 и 
Является вопросф, какини своиствеми обладаеть интеграле изъ 
фуякцтя своихъ предфзовъ. . 
ТЕОРЕМА ПРОИЗВОДНАЯ ОТБ ИНТЬГРАНА ПО ВЕРХНЕМУ ПРЕДЪЯУ РАВН 
ЗВАЧЕЛТЮ подитвералЬНО ФУНЕЦТИ ПРИ РЕРХНЕМЪ ПРЕДРЛЗ: 


я [1 ве 18] 


ПРОИЗВОДНАЯ ОТБ ИНТЕГРАГА ПО НИЗНЕМУ ПРЕ 
СЪ ОВРАТНЫМЪ ЗНАКОМЪ АВТО ПОДЫНТЕРРАЛЬНОЙ 


ПРЕДЛ а, 
2 Ава - Че 


ЗНУ РАВНА ВЗЯТОМ 
ПТИ ПРИ ВИК 


, 
Въ самом влё, всда @(х )- 4 (%) то 


$ 
[Нод де ФФ а 
& потому 
а Феде фр -+И 
5 дель =-096 ел 


Теорема доказана, ИН съйчест, ввзня 
поез®лор%ъ, ясвёе уви. 

Заифчен1е. Равенство (1) чрезвячайно ясно гоказывее 
интеграла. воть функцля своихь предйлорк № к %, но 
ремфннаго интегоан1и х,., отф которёго величина эго 
зависить. ` 


т1Я обозначения лая 


ны всю ея Филу. 


Задачн Показать что РА 
3 5 о т 
15, вече Я 
- 4 г 
ое =% - ЦВ. 
В В 
Дай» -А 
у} 4 
5] и 2 
Ули УЪ 


ИНТЕГРАЛЪ ЧАКЪ ПЕРВООЯР 


Одинь И ФОТЪ х6Е СИМВОЛЪ ВЕ 264 
дензя не можеть служить для разл 


3182 ОАНОРО Е тОРО 
пРзей. 
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Поянява 320 во БНИМаН19, ПОЛОЖРМЪ (что мы ныземь опредёленныи 
внтагрель, верхним® предзлонь котораго служить перемённая величи- 
на, обозвачаенья сиволом ® ‚ Товда для обовначен1я аргумента 
подыятегральной функи?и ин узе че момемь пользоваться тою же бук- 
воз. Нозвому, если отъ Чувк и 1х } ивдо взять опредёленный 
внееграль между нижниыъ предзломъ ©. и верхнииь предфлонъ, като- 
рай разерь ® , го бнло бн не правильно обозначить этот® интеграл 


Так: 


|: ие 


Разъ х служить для обозначензя верхняго предёла, то для соозначе- 
н1я вргументь фувкцти ыы долины вчять ужё иную какую-нибудь букву 
рапр, & ‚ 1 чаписоть такъ‘ 


Г ка 9% 


пан прибета) къ букв Ч › ТАКр 


“ 
9 
{. СЧ 
и т.я. 
Не взодачь значительное число различныхе сниволовь представ- 
ляеть озень часто больное нзудоботзо. Поэтому вошло въ обичаи виА 
сто правильнаго обазначенуя, 


[Цена @) 


Г фа а 


прачена прл ЭтОНЪ Хх. ипраетт какъ бы двойвую роль роль предёла и 
роль аргумента, Необходнность вазакчатьвти диф ого роли бтановат 
ся особенно ясна, заля хм перемфиному >. ивиъ поедёлу, припиов- 
завмъ какоз-инбуль числовое веачен1е, кенр полагозыь = 3. Те- 
еде интеграла {2} приятиветь вначен!е которое озобразизся такт“ 


з 

4х 

[2 
Тт.9, ия нолявы эананирь х его значентенф не везде, & ФОЛЬКо ВЪ 
ьерхвекъ поедёл®. Подетавить 26 вь@сто х, его значанте также и 85 
подинтегоальном взралев1я т.е. написать выражено 


Г ол 
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это значило би написать безсмислиця. 

Совершенно то же, что сказано отновительно верхняго предав, 
очвозитея и въ нышнему предфлу. Точно тавже посту 
случа8, когда предёлани интеговла слунатф нфкоторая Фрнк 
Восбще ножно дать слфдующее правило. 

ели х паремфнивая величина, то выфето точныхъ обозначенай. 


[вода ре а. ыы Ча 


волло 2Ъ обычаи пользоваться такими обозьаченями 
$ 


{бодь, [ад № и А 


Согласно этону обычею, мы напр , пишенъ: 
Га 


4х Е 4х 
я 3 . ^^ 
| 39 | - = 
х м=-х* 
Точно также еэли $ перемф=ная величина то зн®ото 
8 
{ 4 од бль 
®. 
мы моженъ напиорть 
4 . 
| че, 
. 


в если ©. переифнкая величина То такъ: 
Й 
| еда, 
ВЪ СЛУЧАВ ЖП ОПВОЕНУЯ ХОТЯ Вы НАЯЪАМАРО РЕДОРАЗУУВНУЯ вхО- 
ДИМО УСЛОВНЫЯ ОБОЗНАЧЕНТЯ ЗАКЗНИТЬ ТОЧНЯНИ, т.е, сбозначентя 
перемённой интеграции необходимо ввести свырогь орый ие фкру- 


рируетъ въ выражензяхя его поежфловъ, 
З»дочи. Показать, что 


\% 
ре 
Я 9х \ о Е» | бе Фа ЧУ 
ы 5-х, 
уз й 
слоя Ча Зь хак - 
“ \ у . 


Чегко теперь. доказать одлуюную теорему: 


{8} 


ом, , 


КФ ФУПАЦТЯ Х ОБЛАДАЕТЪ СЛФДУЗИИМИ ДРУМЯ СВОЙСТВАНИ: 


- ва - 
1) ДИФОБРЕНИТАЛЪ ЕЯ РАВЕНЬ ПОДЫНТЕГРАЛЬНОМУ ВЫРАМЕНТЬ 
фи = Де ре и) 


2} ОНА ОБРАЩАЕТСЯ ВЪ НУДЬ ПРИ Х=®. 

СЛЕДОВАТЕЛЬНО, ИНТЕРРАЛЬ, КАКЪ ФУНКЦИЯ ВЕРХНЯРО НРЕДЗЛА, 
ВСТЬ ТА #ЗЪ ПЕРВООВРАЗНЫХЕ *) ПОДЫНТЕРРАЛЬНОЙ ФУНКЦТИ, КОТОРАЯ 
ОБРАБАЕТОЯ ВФ НУЛЬ ПРИ ЗНАЧЕНТИ ПЕРЕНЗННАГО, РАВНОМЪ НИЖНЕМУ ПРЕ- 
АВДУ. 

Для доказатечьств? выфото условнагс обозначеная (›) введемъ 
точнов < 
ре» (5) 


По теорем о проузводно по верхнему предёлу заключеенъ, что 
2 
= С 
се фе 


откуда следуеть {1} 

Такъ как интеграль оъ савными пределэми равен ‚нулю, +0 изт 
(5) ясво что м обращается въ нуль при = Олёдовательно, 
зоказано и второе свойство х Какъ с1ёдотвзе мы выводинъ слё- 
дующее чрезвичайно важное заключен1е 

ЕСЛИ ОТНОСИТЬЛЬНО ФУНЕНТИ ^^, ИЗВЕОТЯО, ЧТО Он: УДОВЛЕТВОРЯВТЬ 


УГАВНЕНТИ Чл фи @з 
и КРОМВ ТОГО ОБРАЩАЕТСЯ ВЪ ПУЛЬ ПРИ % 4% то 
® 
: 
> 
пл. фен ср 
Талинъ образомъ ча сиыволь 


[1 [6:2] бе 


мы ножем омотр&ть ьакЪ йе символе вролне опредёлениои первооб- 
разной, в именно тор перРообразной, которзя о“ращается въ нуль 
пря хэо 

Чо положимъ, что относительно функи!и м. намъ извёстно, что 
оча удсвлетроряете уравнен1ю 

(^^ 9 9 
уно чо звачен1е х., при которомъ м. обращается 
вф нуль. Вт такомъ случаф мы по прехнему можекх написать что 

мех 


ч0 ЧТ. ивыъ Неи29$с 


*) Функц $ (= } называется пефвоос разной финиути. «(< } вв 


м 41) 


0 только ЗД8Сь © остается для насъ неизвёотныме постоявьныьт, - 
постоянвыуъ, которое еше неопредфлеро и которое поэт ЯаЗРВа8тСЯ 
неопредёленныме постояннымъ. По той же причина и интегралъ, 


Г! Се бе 


чиянзй гредёль котораго остается неопред%$ленныме стан называть 
неопредёленныиъ интеграломъ. Въ этом случа обычно неё выписывали 
нижняго прелдфла Тогда получалось вырамен1е 


Челва 


Ба это вырадензе уже приходате? смозрёть просто какъ ва обе 
значен1е всякой функц\и, производная которой равна поныняеграль- 
ной функции Воли же мы кром® того опустимт я верян1и пред®ль то 
получимъ обычное обозначен1е 


Л еяя» 


для неопрелфленнаго интеграла. Такъ, прибзивательно исторически 
и появилось это обозначен1е, 

Опираясь на связь опредфленнаго интеграла съ неопредвленвяиЕ 
легко докавазь н®околько теорем, вЪ которыхь выражаются освовния 
свойства опредфденнаго интеграла 

Эти теор можно разлёльть 41=« двЪ группы. Въ первую мы от- 
несемъ теорени, анелогнчныя соотвётотвуюнимь теорзмамъ вф теср1н 
неопредёленныхе интегралов. Вторую групну составатъ теорены, по- 
добныха коториныЪъ нётъ вф геор1я 


неопрехфлеввыхь иптет радовт 
ПОРЬАЯ ГРУППА ТВОРЕМЪ, 


Ми псотояннс будемъ пользовоться теоремой с связи веопредёлеч 
наго интеграла съ неопредфлевнымъ: если 


{аа _ беря -© 


то . 
| Акд фо 0 (6 - Же) 


Замфтинъ, что эта теорема даетф нам возможность гоедстевить раз- 
кость между двумя значеняни какой нибудь рунеши че 
ленный интегралъ Такъ, напр ‚ волн м ( + } чака 
ть 


езз опред$- 


* 


л гы 
У - че - [Ач фаемя 
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Этинз вам прадется пользоваться при доказательств зеоремы 
с годотановк®. 

ФЕОРЕНЁ 0 ВЫНОС ПОСТОЯННАНО ИНОЖИТЕЛЯ. ПОСТОЯННЫЙ ИНОдИЗЕЛЬ 
ВОЖНО ВЫБОСИТЬ #35 НОДЪ ЭНАЖА ИБУЕГРАЛА, А СЛЕДОВАТЕЛЬНО И ВНе- 
СЕТЬ ПОДЪ ЗНА ИНЗЕГРАЯА, + 

[уаь- А |} в» 


Зови (х ) - ] (х ), зс янвень 


5 в $ 4 
Ара | Аа (я =] 4 (Лас) - А %4)- А - Ч ео 
°, © &. о, 


ЗВОРЕМА ОБЪ ИНТЕРРАЦ® АДРЕБРАЙЧЕСКОЙ СУМНЬ. ВЫТЕГРА АДРЕБ- 
РАЙЧЕСКОЙ СУММЫ РАВЕНЪ СУМЫВ ИНТЕГРАЛОВЬ ОТЪ СЛАГАВМЫХЕ: 


р ‘ 8 Й 
| еедзчея оба - [чвод» * че *|ь о 
Пусть 
ме а-Фы-е [еде = Зоне ед» быы +6 
Тогда 
Дао забоя зов — Фе) + к) + _ Зе) +6 
= почону 
[че че” зоб ф- Фы & |б6- ее +10 -чо- 
5 [чом уеонкя [овом 


ТВОРВЫА ОВЪ ГНТЕСРРРОВАВТИ 10 ЗАСФЯМЪ воерда 


Е 
| везачел= чи - ча че - г Чен 4 асы = 


= [46а че -|. че) 44 


Восла проветельно ИНВемМЪ 


[рано - [оон - уса че = 


{ 
[дееачы -[. чб) че де ч(* -| у х) 49 
в ря с в С“. 
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Выраненае Ч ( 6) у ( $) - Ч (<) ч (в) называется иро- 
интегрированной частью. 
Примёрь. Имфемъ 


щель Дбеы не НР [ее Гена 


сы 


ТЕОРЕНА 0 ПОДОТАНОВЕЕ БОЛЬ °- ч ( ) ЕЕПРЕРЫРЕАЯ ФУНИ- 
Я 01Ъ ©, ПРИЧВИЬ ® ПРИ В =. ь .=6 ПЕ Л 
Т.В. ЕСЛИ ес >, 4), 


$ 
{ лелиа = [| Ча ча - |. 9 Че) 
Пусть @ (хх) - 1 (х ) Имзеуъ 


6 в 
{де - | ве = (8 - №62 = [4] [6 = 


р л у 
[асе [1 [46 чая - | бе чех 


Слфловгтельно 


$ в 
[е «а |! [че 


\ы видимъ, что производя въ опредфленномь интеграл® зам ну 
перем®ннаго, ун ‘должны ве только замфнить старое перемённое функ- 
ей новаго, но также должны измфнить предёлы интеграла. Новым 
интерваломъ интегранзи будеть тоть интерваль, въ которомъ долино’ 
изывняться новое перемнное >, чтобы старое перемённое ® ногао 
пробзжать весь свой интервалъ, 

Пусть, напо., требуется вычислить интерговлу 


3-[ мат ах 
АДзлаень содотеновку х- ом. . Легко видёть, что чтобь 
: : . т 
ИзифНиОсь отт О до © надо, чтобы $ измфнились отъ нуля доа › 8 
ТОТО д 


г т 
& 
с 
5 о 
дя теорзтизескихь прим нева я теоремы о подотановкЕ необхо- 
димо замётить слёдующуию форму, въ которой она и 


‘ставтена 


ету быть пред- 
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Вусть по прежнему 
х 4)  а-4) 6 У 


Тогда 
& з 
| 49% имя с 
.. 
Вели таперь положимъ что 
ч Ка, 
то 


$ «8 я 
ха - к 
ее р 


Но если х, разсматриваемъ, какъ рункзю © тои 4 отановит- 
ся функизей * , а именно 
И 


Теперь ясно что равенство (1) можно представить въ такомъ 
вид 


ь м 
4. 9х 
49 |4 
причеьъ въ лЬвой части % Рункцзч х а въ правой части х и ч 


функции © . Слёдовательно: 
ЕСЛИ ВЪ ЯНТЕГРАРВ 


& 
[= 
и БОТЬ ФУНКЫТЯ 3 10 ВЕЛИЧИНА ИНТЬРРАЛА ВВ ИЗИЗНИТСЯ, ЕСЛИ ИЯ 
ВУДЕМЪ РАЗСМАТРИВАТЬ х. Й ч КАКЪ ФУНЕЦТИ НОВАГО ПЕРЕМЗННАРС +, НО 
ТОЛЬКО ПРИ УСЯСВТи, ЧТОВЫ ПРЕДЖЛЯ ИНТЕГРАЛА ©. И & УВЯДУ КОТОРЫ- 
МИ МЕНЯЕТСЯ Хх ВЫЛИ ЗАМФНЕНЫ ПРЕДФЛАМИ 4 И А, МЕЖДУ КОТОРЫМИ 
МЗВЯЕТСЯ НОВОЕ ПЕРЕМЕННОЕ № 


ь ^ 
к = } 4 
а 
Мы воспользуемся этои формой теоремы о псястановкЪ для вызо- 
да эормулы для пломадя 


Мы видёли что есди оодината кривои дана какъ функцая абсцис 
ся 


4-15 
то для площади м. пробвевег ой ординазой пои изыбнеизи % отъ с. дов 
инъемъ $ 
ми. = 


Предположиь ъ теперь, что кхивая дава паранетрически уравие- 
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НТ ями =) 9 УС и 

и пусть вачальной и конечной точкэмъф кривои соотвётотвують вначе- 

нзя параметра, соотвётственно равныя ®, и $ следовательно, язи*- 
няя % отф ® до 9, мы получинь всю кривую А№ 

Разснотримъ какъ выразится въ этоме олучаф площадь ^^, пре- 
озгаемая ордичетой при уамфпенти ® оть ©, до 5 . 

Хотя кривая намъ г дана перамет- 

а 5 рически, ио ордината эя во ваякомъ 

случаВ есть нёкоторая функиая абоцис- 

вы, и,разоматривая м какъ був. , 

<, в ыы имремь 


ь 

д -} че 
с, 

где б.н 6 абониссы начальной и кочечной точки вравои. 
Но, по теовемв о полотэановкз, 


6 7 а. 
ее -1 4 ы 
гдф въ правой части ц и х уже Функваз * Слёдовэтельно 
т 


к} 
8 мы получаемъ теорему 
ВСТИ КРИВАЯ ДАНА ПАРАМЕТРИЧЬСКИ УРАВНЕНТЯМИ 
%-40] ,ч=чС 


10 ДЛЯ ПЛОЩАДИ, ОНИСОНВАЕНОЙ ОРДИНАТОЙ ПРи ИЗУВНЕНТИ ПАРАМЕТРА 07$ 
4, 6 9 име 


т 
м. № Ре @.) 


дз .ВЪ ПОДЫНТЕГРАЛЬРОХЪ ВЫРАЖЕРТИ НАЯО Хх # ц РАЗСНАТРИВАТЬ ЧАКЬ 
ФУНКВТИ ПАРАМЕТРА. 


Чтобы изъ (9] получить обычную формулу, замёзимф, что ебли 


кривая .дана уравтен1емъ ч= 1 (*х ), то параметромъ служит х 
Если онь измёняется отъ ©. до ‚ по согласно (9% 
[В в 
м [чаю = | ое с 
к 4 ое р 


Замвчан1е Если недо опредфлить пловедь ^^. ‚ пробфгаемую ор- 
динатой отЪ начальнаго подложен1я до положен1я к? › ГА% № пе- 
, пазаметвонь ни - . 
ренбнная ТОЧ ОРУЗОСниссой х , то ясно, что въ 2) и 3) нада 


верхнзе предфлы гитеграла взять соотрётственно равными © или , 
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Е % . 
й _\® « ПОТЭМ] 95 ЭТОМф случа 
д - 
ни ео ня 
. ‚ 
—. 5 5 _ : и 


Проиувръ, Ичозь требуется вычисатть пло- 
аль м. циклоздыь, уравнентя которой 

ха (8 чи) 4 си и) 
3жобн получить эту плошаль, недо © измёназь 
0460 до 9% а потоку 


ат 4х а ая 
а о ча ой ле а 


Слвловеательно площадь диклоиды вт три раза больше плепали 
образуютаго круга. 


ВТОРАЯ ГРУПА ФБОЗВМЬ. 


Теорекамт этон груштн иётф соствятотвующихь вх тесраи иеопре- 
дЗленныхь интерраховъ 

ТЕОРЕМА С ПЕРЕСТАНОВНВ ПРЕДВЛОВЪ ИНФЕРРАЯА, ЕСЛИ ПЕРЕСАРИТЬ 
НРЕДУ СОВОЙ ПРЕДЗЯЫ ИНРЕРРАЛА, ТО ИНТЕГРАЛЪ ИЗМЗНЕТЪ СВОН ЗВАКЪ 
РА ОБРАТНЫЙ. СЛЕДОВАТАЛЬНО р 


й о. 
| оон - |. 019% и) 


Это иряно сафаразь нет поро, что если ® (м) = й {=}, 


то $ © 
| ода - 0 Ч, дед - Фан 9 (2) 
а 


и теорема доказана. Ё= ней ди ножень текхе приЕФр и 73 СлВдуюнихя 
реонетрическихь соображений. Пусть 


$ г; 
й Печ ЗЕ Ч» 


цнтегрель А развел плонади, пробёгаевмой ординатой, двржущея- 
СЯ ОГЪ 9 5 ь Интерсраль хе % фавент тор же пловади но пробёгве- 
иой орлинатони вт направлении 07% 4 къ о. ‚, Но, оЪъ изибнев1ем дви 
мензя социнати въ противоположное, энагу нлошади ’пробёраемой еч, 
иёняетоя на обратн Поэтену А= 5}. 

ТЕОРЕМА 0 1. Й ИНТБРВАЛА 


ГРАЦ Я НА. ЛВВ ЧАСТИ ЧАКОЕ 
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ВЫ ВИ ВылО С, 


$ В в 

ела - доле = [бое 
Дйствительна, если (а х) = 9%) ао 

фр “ео %, р - вм - 


[вело + ая- о [1 фо «ой 


Теорема доказана Воли точка © ленить неждр ви 6, то ин- 
терваль (©, ® ) ею дёлится на два чести ба, )н(о, & 3. 
Отсюда назван! зеореня. 


Геометрически Мы можемъ доказать оту теорему таюз. Пусть 
& ° 6 
3= | еда и = Каз = тв 


и 
\ й пусть Ордкьата цнихотся. сначала отъ бвъ с 
<: 6 Е потомЪ озъ ь къ @., Ввигалоь отЪ а.къ ©, она 
онивет® пломадь, разную интеговяу ЛД, двиов- 
яоь оз © кв, ов опикет площадь равную инзегралу № . 018- 
довательно, нЪ конечномь ревульзат8 она онишеть плоявда, равную 
Ам ‚ и чакъ кавь пуи этонь она перем8отНтоа 18% ©. 5 
+0 эта площель доянаяе равняться % Узакя: Сб. .Д+®. 
ТРОРЕМА О ДЪЛЕНТИ ИНТЕРВАЛА ИНТЕРРАЦТИ НА НЗСКОЛЬКО ЗАСТВЙ 
КАКТЯ ВН НИ БЫЛИ ЧИСЛА С, ©, С, ,... С,, ВЕВРАА 


$ “ “ $ 
| еде = [Чел ем оных. * | фея 


Это докаженъ, аримвняя послёдовательно нёокольво разъ преди- 
дущую теорему. Нифенф 
$ в 


ыы СК 


= © мь о © 4 


Продолнья тажимъ »3 обрезанз, докаженя теореме 

УФВОРАНА С СРЕДЕВЫЪ ЗНАЧЕЕОВ ИНТЕГРАЛА. ИНТЕГРАЛ РАВЕН® ПРО- 
ИЗВЕДЕВТЮ ДЛИНЫ ИНТЕРВАЛА ов ВА ЗНАЯВНТВ ЗУНкИТИ ВЪ В5КО- 
ГОРО ТОЧКЕ ВНУТРЫ ИНТЕРВАЛА. СЛЗДОВАЗЕЛЬНО 


ь 
оба е Фа 
гдь $ НВИЗВЗОТНОЕ ЧИО1О ПРОНЕЖУТОЧНОБ ЧВИАУ © и Ь ил С Ам, 
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хо примёняя теорему Лагранжа, заключаем что 
й 
| февь- 9 0 - 6 9% 
.. 


и такъ какъ @ (# )- ] (2), то имбемь теорему. 

ЧЕОРЯМА ОБЪ ИНТЕГРАЛ ® ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ФУНЕПТИ. ЕСЛИ НИЖНТИ ПРЕ- 
ДФЖЪЬ ПНТЕРРАЛА МЕНЬШЕ ВЕРХНЯГО И ВОЛИ ПОДЫНТЕГРАЛЬНАЯ ФУНКИТЯ ПО- 
ЛОЖИТЕЛЬНА ПРИ ВСЗХЪ ЗНАЧЕНТЯХЬ АРГУМЕНТА, (ТО ИНТЕГРАЛУ ПОЛСЖИ- 


ТЕЛЕНЪ. СЛВДОВАТЕЛЬНО, В 
роли 0 


если © ® и (ах) 20 при всякбмь к. 
По предыдущей жеорем% 


[ыы > бы 


0 въ правой части, по условаю теоремы, оба ыножителя 8-0. и 
1 = ) положительны, а потому и произведен1е яхъ полозительно. 
Реометрически теорема очевидна. Въ самонъ дёлё, если 11 ) 20, 
то кривая Ч 1 (=х ) лежить всфми точками выше оси *х . Такъ 
каф въ то интегралъ равенъ площади; описываемой ординатой, 
двияущейся в» положительномъ направлен1и. Слёдовательно плошель по 
ложнтелька, а потому положителенъ и интегралъ. 
ТЕОРЕМА С ОРАВНЕНТИ ИНТЕРРАЛОВЪ ВОЛИ ©. < И 9 {х )< 
у ( х } ПРИ ВСЯКО Хх , ТО . 


% 
| чих «| се 
®. © 
Въ самомъ дёлё, при вСякоиЪ ®, 


4(х] - $) 70 


& потоку, го предыдущеи зеорем®, 


ь 
| [че чот >о 
© 


417 мочво переписать вЪ такомЪ видь 

$ ь 
{ (9 4х | 4] (х >09 
о, ь 2 


отсюла немедленно хе витекаеть теореив. 


ГЛАВА 1У ОБОСБЩЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 


Мы ввели понят1е объ опредёленномъ интеграла, какъ о предёль 
такъ называемой интегрельной суимы 


й 
ео а БА, 
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предполагая, что подынтегральная функизя непрерывна въ интер- 
вал интеграцаи и что предёлами интеграла служат нФкоторыя 
конечныя числа а. и 4 ‚ Так1е интегралы мь будемъ называть 
обыкновенными интегралами, 

Но въ приложен1яхъ Анализа мы вотречаемся не только съ 
вепрерывными Зункцями, но и съ прерывными. Кром того, часто 
приходится разсыатривать функц1и, аргументы которыхф изыёняют- 
ся, не въ нФкоторомъ конечномъ интервалв, но морутъ принимать 
всевозыожния значен1я отф - <? до + >> , Поэтому естественно 
возникаеть вопросъ; нельзя ли расширить, или, какъ принято го- 
ворить, нельзя ли обобщить понят1е объ опредфленномъ интегралв 
текъ, чтобы не только подынтегральная функитя могла быть тре- 
рывнои, но чтобы и предёлы интеграла могли принимать какъ ко- 
нечныя, такъ и безконечныя значен1я, Оказывается, ‘что такое 
обобщен1е вполн8 возможно, и результатомъ его получаются новые 
интегралы, называемые, вф отличте отъ обыкновенныхъ, обобщен. 
ди, 


Всякое значенте аргумента даннои функцаи можеть быть или 
точкой непрерывности, или точкой прерывкости, 

Точка с называется точкой зепрерывности. даннои функц1и 
4 х_), если пре _функцйи вз этой точкф конеченф и равевь 
значеню функц1и в этой точк, т.е, если 
= 4%. 

Всякая же точка, въ которой эти услорая не соблюдаются, 
называется точкой прерывности, 

Обычно точками прернвности являются т$ значентя аргумента, 
въ которыхь функий1я обращается въ безконечность, Точки прерыв- 
ности надо различать отъ точекъ неопредфленности. 

Воли функцзя. дается. матенатическииь выражентемъ, которое 
‚чен1и ареумевта, равномъ ©, обрашается въ неопредёлен- 
ное выражен1е, то это. зничен1е © называется точкой неопредёлен- 


при ЗЕ 


ности, 


‚ томъ случав, когда функцая инфеть въ точк% пеопредё- 
ленкооти прецёль, этотъ предфлф условились принимать ‘ва значе- 
н1е функц1и в$ точк» неопредёленноста, 


Такъ, напр., если 
д хх . 


то точаА \-0 есть точка неопредфленкоств, Бо примФная пра- 
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вило Лопитэля, легко найдемъ, что 


Ду. Ц} 0 
ха 


& потоку, согласно принятому разъ навсегда условаю 
19) 0 
Въ тёсной связи съ условлемъ о значен1яяъь функвьй въ т0з- 
кахъ неопред®ленности стоять повячхе о аначензяхь функазй въ зоя- 
ках + 29 ц-9. 
ЕСЛИ ФУНЕЦТЯ 90 (< ) ИМЗЕТЬ ПРЕДЗАЬоВРНЯ х-+ > |, 40 
ЭТОТЪ ПРЕДФЛЬ УСЛОВЯМСЯ НРИНИМАТЬ ВА ЗНАЧЕЯТЕ ФУНКНУИ ВЪ ЧОЧК® 
х 20° . ТОЧНО ТАКЖЕ, ЕСЛЯ ФУНЕЦТЯ 50 ({ х ) ИМВЕТЬ ПРДЗАФ ПРИ х--® 
20 ЭТОТЪ ПРЕДЖЛЪ УСЛОВИНСЯ ПРИБИМАТЬ ЗА ЗНАЧЕНТЕ ФУНЕЦТИ ВФ т09- 
Кв - =>. 
СЯБДОВАТЕЛЬНО, ПС ОПРЕДВЛЕНТО 
50+) = би, (95) 
ка 


90( <<) - би. Ч 
ик 


ПРИ УСЛОВТИ, ЧТО ПРЕДФЯМ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОУЩЕСТВУЮАЬ. 
Такъ, напр., мы знаемъ, что 
4, но и. “о 
= +5 х 2 
Поэтому пишемъ 
Е Е 7-0 
Но, есля < стремится къ + 93, зо м" не имбетъ предёла. 
Поотому выраяжен1е ми“ (+ 23 ) есть вполн® неопред%ленное выраже- 
#1е. 
ОВСВШЕННЯЕ ИНТЕГРАЛЫ ПЕРВАРО ТМИА 


Въ дальнЪйшемь, для большзи ясности изложен1я, мы будену 
предполагать, чтс нижн1й предёль иктеграла меньюз верхняго, пова- 
му что случай, коеда верхнзй пред®ль иеньше нинняго, немедленно 
хе простой перестановкой предёловз: 


& { - 
1-7, 
приводится къ первому случаю. 
Сбобщенними иктегоалами первого гипа мы будемъ назнзать ин 
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одномь, или ча обоихъ 
дВУТол 200. Такъ, 


хонцахь интервала интеграцая, 10 из 
папр , интегралъ ` 

+4 ль 
[ея 


ебзь обобщанний инчеграля первасо и 


—4 


погому что годывтепораяль- 
ная Ффучкатя прерязна золько на концахь антер5ала {-1, +1), Рдь 
очв обущаетоя зъ безкогечиость. Вчутрм же инт 
она непреривиа. 


г яНтаровати 


Идея непрернвносаи проходить кразной ‘нитью черезь зесь Ана- 
лизЪ. Эта же идея лехить и въ основв обобще 
дёленныхь интогрелахт. 


зя поняття объ опре- 


: чаная но восемь интервала 
(4,6), зы ясключетемь празаго . Возьчзмъ произвольно, 
(... Кавъ угодно малую положательную взличину И. 
“ $4 ( Такъ какь буикцая 1 {х ) преревна только въ 
ТОЧКЕ А ‚ то на всем ичтервалй ( = $-и. ) она будетъ уже непре 
рывной фучкитей. Поэтому, не имзя пока прара говорить эбъ инте- 


грал® в ^ 
$=| Чен д ‚ 
о. 
мы имземь право говорить объ интеграл 


ыы 


и зтотъ интеграль, какъ интеграль озъ непрернвной рувьпаи в$ ин- 
тервалф интеграцзи, имет н$зкоторое, вполн®з опрелвленное значе- 
не, какф бы ни была мала положительная величина \., 

Пусть У. безконечно ‚умаляется Относительно К возможнн толь- 
ко олфдующая проедволожентя: или Хх не иметь никакого пред$ла, 
или имфетъ н8который предфль, причемъ это?ъ` предвя» можеть быть 
или конечнымь, или безконечнымь Въ томъ случав когда интеграль 3 
иметь конечный предёть, естественно назвать этотъ пре 
граломъ въ интервале (<. @ ) Таксва чдея обобщенья 
интеграл. 

ПОНЯТТВ ОЕЪ ИНТЕРРАЛАХЬ ОТЪ ФУНЕНТЙ, НЕПРЕРИВНЫХЕ ВНУТРИ ИН- 
ЗЕРВАЛА ИНТЕГРАНТИ, НО ПРЕРЫВНЫХЬ НА ОДВОМЪ ИЛИ БА СБОЯХЪ ВГС КОН 
ЦАХЪ ВВОДИТСЯ СЪ ПОМОЩЬХ ОЛЗДУШИХЬ СПРЕДФЛЮНТИ. 

1) ВОЛИ ФУНКЦТЯ ПРЕРЫВНА ТОЛЬКО ПРИ ВЕРХНИЫЪ ПОЕДЗЛ® ЯнтЕ- 


Въ вч1е- 
217 Обь 
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ГРАЯА ТО, ПС ОПРИДВЛЕНТУ, 


Чем 1 
А - 
& $ & Ле ы с, {оч 
ПРИ УСЛОВТИ, 90 ПРЕДЗЛЪ ПРАВОЙ ЧАСТИ СУШВСТВУЕТЪ И КОНЕЧЕНЪ. 

8) ЕСЛИ ФУНКИТЯ ПРЕРЫВьА ТОДьКО ПРИ НИЖНЕМЪ ПРЕДФЛ® ИНТЕ- 
ПРАЛА, ТО ПО СИРЕЕЬЛЕНТО, В 

7 
Е а 

ОИ 
и Н | {ед - д >. 
ПРИ УСЛОВТИ, Ч?0 ПРЕЯФЛЪ ПРАВОЙ ЧАСТИ СУЩЕСТВУЕТ И КОВЕЧЕНЪ 

3) СОЛИ ЗУЧЕЦЕ", ПРЕРЫБНА НА ОБОЙХЬ КОНЕАХЪ ЯНТЕРВАЛА ИНТЕ- 
РРАЦТИ 10, П5 ОПРЕДВЛЕНТА 

+ и. 
м, { здче бы | Тук 
и, ее Щ+Ь 

При УСЛОВТя, Чо ПРЕДЪЛь ПРАВОЙ ЧАСГИ СУ"аСТВУЕТЬ И КОВЕЧЕНЬ 

идея обобщентя ясна. Вз самомь общемъ случав вместо интер- 
вало (&,® ) ны б-пемф иняеоваль (и+8, $-и ) на которонъ 
зункцья узе вэзд® непрервзна, и зазбиъ оозконечно умаляент 6 ии, 


1 Примёръ Пусль треоуетзя вычислизь ин:егралъь 
ВЯ [ > 
м - 
Подынтегральная рунзн1я въ интервал (0 1) прерывна только 
въ точкв № =А гдь она обращается въ безконечность. 


Поэтому, согласно опредфвлен1ю, пишемъ 
4 

Е 
Е 


№ МА -х Ул-к 
сдв \ безконечно умаляется, принимая только полокительныя значе- 
нзя Тачь какъ 


° 


А 
5 м 


то 


=- 


а чотому 
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Я  римВрь Пусть требуется вычислить интеграль 
$ - ах 
= < (4) 
я 
в$ “оторомъ подынтегральная функизя прерывна только при верхнемъ 
предзль Мы пипемъ: 


Не труд1о убедиться, что 
к. 3: 
о -- М, [92] 


Воли И безконечно умаляетея, то правая честь ь; предфлё обраает- 
ся вь безконечность Олздовалельно, интегралъ (2) не имфелъ конеч- 
наго предёла а потому обобщеннего интеграла (1) не существуетъ 

3 сримврь Разсмотриаь инзерраль 


Е Ча а} 


гдз подынтегральная функцая поерывяз тодьго при верхнеиъ. предёл® 


мы пишемь: 
. я 4%. я 
9$ чт. 4х 4 | $ мы 
| -= ко М = аа 


Вычисляемь неопредвлениыи интегоалт Имземъ 


т | 
ее [== “табы р +6 


а пото+у 


еж 


Вола \ отрематоя къ нулю, то. величина $ оезконечно „возраста 
етъ, синусъ же ея колебаясь между -1 и +1,. ве стремится ня 
&$ ьакому конечному поздёлу СлЁёновательно интегралъ (9) не им*- 
еть хонечнаго предёла, а потому не судествуеть и интеграла (1) 
4 примёрз Пусть требуется выччелить иртеграль 
|-> 
о ® 5 

въ которомъ подчнтегральная Функц1я прерыивна тользо при НИЖНЕМЬ 
предёлЪ Мы пипемь 

{ 4 фин, ( 4х 

г СТИ, Ук 
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Но й 


=4 
= | 29-95 
Ам хе 
а потому, перехоля къ пределу имёенъ 
[| а = 
С У х ы 
5 поимёръ. Пусть требуется вычислить и"тесрэлъ 
+ а 
—#х_ 
$5 А- 
Подынтегральная функизя прерывна на обоихь ^онцахь интерва- 
ла ичтеграцфи, поэточу пишемъ: 


4, 
№ их _ | хх 
\А-=® ло им Ах 
и тавъ чачъ 
а 
| г = ода нии (4+) — ола им (-А +) 
-> 


А+ 
то 
= 


2х 
= больки, 4 = 
ее вы 


#35 Ви 3 прихЕрозь ясно, что обэбщечные игтегралы не всег- 
д? зуществуютъ. 
ВЪ ТОМЬ СЛУЧАЕ КОГДА ОВОВИЕННЫЙ ЯЯТИОРАТЬ 


& 
| Дека 
С 
СУЛЕСТВУВТЬ, ТО #ГО НЫЗЫВАЙТЬ СХОДЯИ. 
ПСДЯНТЕГРЕЛЬНОЙ ЗУНКИТИ, ОНЪЬ ПОЛУЧАЕТЪ 
$, ЗЕД ВРО ВЕ СУ480ТВ 
Вей осневныя зеорз: ленаыут интегралахь отъ не- 
прерывияхт фучку:и быжи нами доказаны, спираясь ва св вед] 
эпредьленными й ВЕОПЕ ‚дфлечными ичтегралами, соглазно которой 


воли Пооде -%60 +6, 


то , 
\ о ое} - ф. 
., 
Встестзенно возникаеть вопросъ, соураняется ли эта СВЯЗЬ д 
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для обобщенныхь интегоаловь пеоваго типа Мы докажемъ, что оне 


сохозняатся. 
ТВОРЯМА &СЛИ ОБОБЩЕННЫЙ ИНРЕРРАЛЬ ПЕРВАГО ТИПА 


$ 
1 1%) бак, 
о. 
ОРЬ ФУНКЦТИ, ПРЕРЫВНОЙ ТОЛЬКО НА ОДНОМ ИЛИ НА ОБОЙХЬ КОННАХЬ Рч- 
ТЕРВАЛА (© $) СУШЕСТВУЕТЬ 10 НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ВНТЕРРАЛЬ 


ая Физ 6 


ВСЬРАА МОЖЕРЬ ВЫГЬ ПРЕДСТАВЛЕН ТАКЪ, ЧТОВЫ ВГО ФУНЧИИОНАЛЬНАЯ 
ЧАСТЬ 96. ( х ) БЫЛА ФУВКИТЕЙ, НЕПРЕРЯВНОЙ НА ВСВЫЪ ИНТЕРВАЛЕ 
(^,\ ) НЕ ИСКЛЮЧАЯ ЕРО КОНООВЬ. ПРИ ЭРОМЬ РАВЕНСТВО 


|“ еде - 00) - (2) 


5ЭВСДА ИМЕТЬ МЕСТО. ОБРАЗНО, ЕСЛИ ФУНКЦТОЧАЛЬЧАЯ ЧАСТЬ НЕОПРЕДЗ- 
ЛЕННАГО ИВТЕРРАЛА ЯЯПРЕРЫВНА НА ВОБЫЪ ИНРаРВАЙЯ, ЧЕ РОКИЮЧАЯ аГо 
КОНПОВЪ, ТО ОБОБШЕНЧЫЙ ИНРЕГРАЛЬ СУНЕСТВУЯ" Е. 

Предпояочичь, чтобы равомот в зразу общй случаи чле дан- 
рвала (а $ ) поерквче на 


ная фучкийя. нэпреривиая нутри и 
обои-зв его концахь, и пусть ` 


обе = Фо +0 
42 ъ ан мали 4 биде взяты би \.;‚ Фунвиая } (3 ) зепреряв- 
В к па вр взамь интервале (0+ , №-и ), че 
ОДтЕ а 
Хх бЬ 5 = ивилючьи и его концоеъ. Слёдовазельно, мы 


2 папизать, чга 


[оды ФИФ а) 
о & 


зальная часть неопредлеленчаеь 
в (а+чь 


интегр : 
веобходчно гоже напреразна ла НЕ и: л такъ акт 
хоРУТЬ бать взязы какх угодно ЗЦовательно, к 
% (хо) нзпоерывна зо вофхъ вНутоеннихь точкаха интервала (©^, 
ь }. ноэтому мы имвемь право считать, что еначен1а функция 98 (2 


опредёленео для воьхь внутозин з т (&,% ). что 


- ба - 
вательно, мы полагаемъ, что 


Фе 6 № и 


Фочно также мн примемъ, что 


ао - №") 


при услов1и, что предфль правон части существуеть и конечень. 

При этих» услов1яхь предёль функции СВ (х ) на какомъ- ни- 
будь конц8 интервала будеть равенъ значентю функцти на. этомъ 
«они, а потому функиля будёеъ непрерызна ВЪ ТОЧКЕ разематривае- 
маго конца, Сладовательно, чтобы функция % (>), непрерывная 
внутри интертала (4 + }, была также непрерывна и на концах 
его необходихо и достаточно, чтобы она на концахь интервала. им%- 
ла конеч предфлы. 

Замзтивъ это, неоейдеуъ къ доказательству теоремы. Имёемъ 
равенство В 


| рок 06 6- -Фаы е) 


АЕ 


Пусть въ ненф Си \ безхонечно умаляются 06% части необхо- 
дячо одновременно или имвють конечные предблы или ихъ не имфотъ 
Если лВвая часть имфетъ конечный предёль, то обобщенный ин- 


тесралъ В 
= [494 


зуществуеть потому что, по опредвлентю, интеграль Ч есть не 
что иное, какь предёль лё5ои части въ Томь случай, когда предёль 
этотъ существуеть и конеченъ. 

Болн правая часть имёетъ конечнуя прэдбль, то, какъ мы ви- 
двли» функция © (х } непрэоывна на зоенъ интервал (9- + › 
че говлючая его конис”ь 

Теперь ясно, ч10, если инзеграл З существует, то функцая 
в (х ) непрерывна на всемь интервале (%,6 ). Ооратно, ели 
функаая № (х ) непрерывие че всемъ интервала, 10 инлеграль $ 
существует 

Часть теоремы доказала. зола теперь изтесоалъ 9. существует 
в слёдовательно, функция 99 (® } непрерывна на всемъ интервалв, 
то изъ (1), перэходя къ лрэдёлу, получаемь. равенство` 


{‘додда = ® 0 -%02 
Э. 
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и теосема окончательно доказана, 
ОВОВШЕНЯБЕ ИНТЕГРАЛЫ ВТОРСРС ТИПА. 


Такз мы назовемъ интегралы отъ бункцьа, прернвныхь не толь- 
ко на концахъ интервала интеграцти, но и внутри его 

ОПРЕДВЛЕНТЕ, ВОЛИ ФУНКИЯ 2 (0% ) ПРЕРЫВНА НЕ ТОЛЬКО НА 
ЖОНПАХЬ” ИНТЕРВАЯА ИНТЕСРАЦТИ ( ©., $ ) НО ТАКЖЕ И ВНУТРИ &ГО ВЪ 
НЕКОТОРЫХЬ ТОЧКАЯВ бб, .,,. С, › 10 МЫ РАЗВИВАВМЬ `0С- 
ЯСВНОЙ ИНТЕРВАЛВ (©, © ) ТОЧКАМИ ПРЕРЫВНОСТИ НА ПОДИНТЕРВАЛЯ 
(и), (&,%), (4, 6, },.. ..©,6), ВБ КАЖДОЙЪ ИЗФ КОТО- 
РЫХЪ ФУНКИГЯ УЖЕ ПРЕРИВЕА ТОЛЬКО НА КОНЦАЖЪ, 

в 


м ы со, < д би [2 
ВСЛИ ВС СВОВЩЕННЫЕ ИНТЕРРАЛЯ ПЕРВАГО ТИПА 
‹ в. р . 
| Фра | а Ре | оли [ела 
© © с, в. 


СУЩЕСТВУЮТЪ, 0 СУМИА ИХЪ НАЗЫВАЕТСЯ АНТЕГРАДОМЬ ПО НЕТВРВАЛУ 
(&, 6 ) И ОЗНАЧАЕТСЯ ТАКЪ 


& 
| ой 
о, 
СЛЪДСВАТЕЛьНО, ПО СПРЕДЗЪЛЕНТ В 6 
й (м 
р | 
о и , ы 


ПРЬ УСЛОВТЯ, ЧТО ВО ИНТЕГРАЛЫ ПРАВОЙ ЧАСРИ` СУЩЕСТВУЮТЬ 
Яапр., въ интесгралв 
А 
| к 
На 


ый 
функитя прерявна внутри интервала въ точк% х=® . Поэтому 
пишем м 


{ 6х _ № ах. -. [ ет 
Ч, У хт -, У ‚› Ч 


ий оазсматоиваемь отдёльно каждыи интероаль поавои части 1акъ 
какъ 


то, ^^ д 
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ТБОРЕНА, ЕСЛИ ОВОВЩЕННЫИ ИНТЕГРАЛЪ 
4 
| Чеал 
о. 


СТЬ З/ВАЩТИ, ПРЗРЫВНОЙ ВНУТРИ ИНТЕРВАЛА (9, $ }, СУЩИСТВУЕТЬ, 
20 НЕСПРЕДЬЛЕННЫЙ ИНУЕРРАЯЪ 


Под = () +6 


ЯОННО ВСЕГДА ПРЕДСТАВИТЬ ВЬ ТАКОМЪ ВИДФ, ЧТОВЫ #00 ФУНКЦТОНАЛЬ- 
ВАЯ ЧАСТЬ ВНИА ФУНИЦТЕЙ, НЕПРЕРЫВНОЙ НА ВСЕМЪ ИНТЕРВАЛЕ (9. ,ф ) 
ОБРАТНО, ЕСЛИ ФУНКЦТОНАЛЬНАЯ ЧАСТЬ НЕСПРЕДФЛЕННАГО ИНТЕГРАЛА НЕ- 
ПРЕРЫВНА НА ВСЕМЪ ИВТЕРВАЛФ ИНТЕГРАЦТИ, 10 ОВОВЩЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЬ 
СУПЕОТВУЕРЬ, ПРИЧЕЫЬ 


[рода = №4) - 


для простоты превподожинаь, что внутри ивтезвала (“ ‚6 } 
только дв точки прернвности Вид . Доказательство, какъ уви- 
динъ, не заззонгь отъ чвола этихь точэкъ. Сто же доказательство 
проведемъ, опираясь на возчохжность чзобоежать фупкщи кривани, 
По опредёнан1ю 


[‘Кы Че м [ея Ч + вом 


Тань закъ, По УЗлОвзю творэны  интегоэль лёвой части суще- 
ствуеть, то сунесжвуютв я во интегралы. правой части, причемъ 
каждяй ‘изз нлхь есть интеграль перваго типа. Поэтому неопред»- 
данный. интэграль от данной функн1и ножно тредотавить въ каждонъ 
такъ, чтобы функифональная часть его въ этомъ 
ПОдНЕТерваяв был” непоернвной функцтей. Пусть же н- интерваль 


(“> [1од»- чод+@ 


1а патаоваль (‚4 } 
фсойл = с +6 


я инзасваяз ( 9, $ } 

Цебе = (5) = С 
слв функызи ч4( % ), м(х) ищ (Хо) непреривиы, кахздая на 
соотьзтосвующемь ем интервал 


4 м (<) 185] 
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изооражаень хаждую из этихь функц!й кризон. уоть Ч (ХХ) 
изображается кривой’ Л% ‚4 (Хх ) - кривой 6% пе (®) = 


кривой 98. 


. 


уыоленко крявую С% поредвисавиь вйизь, параллельно сазои 
себё, пока точка @ вз придеть въ № . Получимъ хризую %% 
Очевидно, что каждая ординала этой крявой меньше: соотвтотвующеи 
зодинаты кривой @% ка одну и ту же величину &=С%® 


Пусть л= Уменьшая всф ординаты кривой @. на од- 
ву и ту ке постоянную величину № , полу яБКоторую кривую 
КЗ. ны теперь ичхень непреривяую чризую „4 а 3 Пусть 


фр (=) ея ордяната, какъ функцтя абециосы. 

Функцая 0 (х. ) непоериваа на всемь интервал (в 4 }. 
иронз того 
на интерзалв (2..6) ес = (5) Орел = 4 ба = Ко, 

„ 23) №2 - че 4& 4‘) - ч 09 = я, 

" Чо Фо обоя, 9 = ыы =) 
Слёдовазельно, ' ( % )= 1 (% ) на восемь интервал (&., 4 ), 


& потому 


ро» =) +6 


причемъ 4 (х ) непреравна на всемъ интервал ( о.,Ь ) 

Первая половина теоремы доказана Перейденз_ко второй по- 
довинё. Пусть (х ) прерывна внутри интервала (2. , Ь ) въ 
точкахь © ‚6 ‚6, ‚,... и пусть 


“, 
ад оь = 9+6, 
одь 08 (% ) непреривна на всемь лнтервалф (6, 4 ). Имземъ 


[раде жел - 80) 
. 
лая _- ве - №@] 
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ея Ц = [Е] <)- ов (6, 
ыз 


{оо - $). 

Эти равенства чы ныфем® позво написать, потому что связь 
опредфленнаго интеграла ‘с$ неопведфленнымь иметь силу для обоб- 
щечныхь интегрьловъ перзарс тапа, Скледывая же полученныя равен- 
ств» получазмъ ` 


| фе = ФФ) - Фа 


теорема доказана Вы видияъ, что связь опоедфленнаго интегра- 
ла оъ неопредвленнянмъ сохраняется р для обобщенныхь ичтеграловъ 


второро фипа. 
ОБОЕЩВННЫЕ `ЕНТЕСРАЯЯ ТРЕТЬЯГО ФИА 
Интегралами третьяго типа мы называемъ интегралы вид 
о © . += 
еде» [Лоде федя 
те, унтегралы у которых одЕнъ или оба предёла безконечны 
УПРЕДЗЛЕЮНЕВ. СОЛИ ИНТВГРАЛЬ 
ни С 
| Доки, м) 
., 


СУШЕСТВУЕРЪ ПРИ ВСЯКОМЪ 12 И ЕСЛИ ОНЪ ИМАЕТЬ КОНЕЧНЫЙ ПРЕ- 
ДВЛЬ, КОГДА 6 ВЕЗКОНЕЧНО ВОЗРАОТАЯТЬ ТО ЭТОТЬ ПРЕДЕЛЬ ОВОЗНА- 
ЧАЮТЪ ТАКЬ 4» 

) фич» <, 

© 


{ НАЗЫВАЮТЕ ОВОБЩЕННЫМЪ ИНТВГРАЛСНЬ СЛЗДОВАТВЛЬНО ПО ОПРЕДЗЛЕ- 


что, -> ь 
| {обе = „| ая в) 


ПРИ УСЛОВТИ, ЧТО НРЕДВЛЪ ПРАВСИ ЧАСТИ СУЩЕСТВУЕТЬ И КОНЕЧЕНЬ. 
Функя 1 (4 ) исжзть имфть точки прерывности. Поэтому 
интерралъ(1) ‚вообще говоря, ьъ свою очередь есть обобщенный ин 
теграль Но, кахъ мы видёли, если этотъ интегралъ существуеть 
то неопредзленняя интерраль | (=) — бо (3 м 


© Есегд» пред — 

этавить въ сапомъ вид, чтобы. Функизя $(*) была непрорывна вт 

интеовале (©.,6) ‚причемь вь этомв с учаё ея» 9%) -9() 
Пусть $ безконечно возрастает», ноко, что лёвая часть бу 
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деть чиёть конечныи предвлъ, ияи не будетъ его пиёть смотря по- 
тому будеть ли его имёть али не бущеть ичёть правая часть, Воли 
правая часть его им$етъ то 


1... робко) - %65 
В 


т.е согласно опредёлея1ю 
т 
| феад»х фея) - фе ея 


Мь вилимь, 420 связь опредфненнаго ивтеграла съ неопредёлен 
нынъ продолжаеть существовать и пля интегозловъ зипа’(2). 
ОПРЕДЗЛЯНТЕ, БСЛИ ИНТЕГРАЛЪ 


+ 
{ея Э) 


СУЩЕСТВУЕТЬ ПРИ ВСЯКОМЪ ©. < А # ЯМВЕТЪ КОНЕЧНЫЙ ПРЕДЗЛЬ, КОГ- 
ДА Ц. ВЕЗКОНВЧНО УВЫВАЕТЪ, ТО ЭТОРЪ ПРЕДФЛЬ ОБОЗНАЧАЮТЪ ТАКЪ- 


р 
[ода т 
-.- 
И НАЗЫВАФГЬ ОРОВЩЕННЫМЬ ИНТЕГРАЛОМЪ, ОЛВДОВАТЕЛЬНО ПО ОПРЕДЗЛЕ- 


что, 1 
[авки [Чем 


ПРИ УСЛОВТИ,. ЧТО ПРЕДЗЛЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ СУПЕСТВУЕТЬ И КОНЕЧЕНЪ 
Возьмемъ опять савенотво 


|" А сдфле = 061 - 8 (3) 


Лёвая часть имфетъ при &--2? конечныи поедёль только 
тогда м его иметь правая часть пречемь въ этомъ случа» 


Дм. | аа а) 2. фе 
5 “8. 


[ео 


т.е по опоедвлен1 
А 
[зама 5950 Фе © 


Но это равенство ест’, равенство (8), гдё а. вахвнено черезъ 
— 3 . Слёдовательно, связь опреязленнаго интеграла съ неопред» 
леннымь остается зъ силй и для интогоаловъ типз(7) въ том влу- 
чай  хогда они существують 
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ОПРЕДВЛЕНТЕ РСЛИ ИНРЕСРАЛЪ 


4 
[4 (и (и) 


} 
СУЩЕСТВУЕТЬ ПРИ ВСЯНИЧЬ Я. й ®, И БСЛИ ЭТОТЬ ИНТЕГРАЛЬ, КОГДА А. 
ВЕЗКОНЕЧНО УВЫВАЕТЬ, А $ ВЕЗКОНЕЧНО ВОЗРАСТАЕТЪ, ИМЕТЬ НЗКОТО- 
РЫЙ КОНЕЧНЫЙ ПРЕДЪЛЪ, ГО ЭФОГЪ ПРЕДЪЯЪ ОБСЗНАЧАЮТЪ ТАКЬ 


+= 
| Ада 4) 
- 

й НАЗНВАЮТЬ ОВОЕЗЕННЫ/Ъ ИНТЕСРАЛОМЬ СЛЕДОВАТЕЛЬНО, ПО ОПРЕДБЛЕ- 


81 = р 
11 (3%) ме = в, в [ое 
а 


ДРИ УСЛОВТИ, ЧТО ПРЕДЪЛЪ ПРАВОЙ ЧАСТИ СУЩЕСТВУЕТЬ И КОНЕЧЕНЬ 
Въ равенствь 


4 
(ода + -Ф 04 


пусть © безконечно убываеть, & $ возрастаетъ. Лёвая часть будетъ 
яывть конечныя предвль только тогда когда его иметь правая 
часть, я въ этомъ случай 


фм, мы = =) -№С=] 


и 
ре 


+“ В ‚” 
] ый = © (+25) - Ф(- = 


Слёдовагельно, и для интеграловъ типа (11) имбетъ силу связъ. опре 
двленнаго, интеграла съ неопредёленниымъ 
Примёри. Амземъ 


ва = [= би. (+в) 


Но им (+ ® ) не имфеть никакого опредёленнаго ‘значентя, по 
тому что. име, когда х бевконечно возрастаеть, не стремится 
ни къ какому опрецвяенному прэдвлу Слёдовательно, обобщеннаго 


интеграла +5 
| себ 
5 


- в - 
не существуетъ, 
ТЕОРЕМЫ ОВЪ ОВОВЩЕННЫХЬ ИЯТЕГРАЛАХЬ. 


Всв основняя теоремы объ опредёлзнныхь интегралахь отъ не- 
прерывныхь бфункц1й мн докавали, опираясь на связь ихъ съ неопре- 
дзлекными интегралами. Такъ какъ эта связь сохраняеть силу и для 
обобщенныхь интеграловъ, то, очевилно, повторивь вов 1$ же раз- 
суждев1я, мы могли бы т& же теоремы доказать и для обобщенныхь 
интегралов® Сл®доветэль но 

ВС8 ТВОРЕнН, ДОКАЗАННЫЯ ДЛЯ ОПРИДЪЯБННЫХЬ ИНТЕРРАЛОВЪ УТЬ 
ВЕПРЕРЫВНЫХЬ ФУНЕНТИ, СОХРАНЯЮТЬ СВО: СИЛУ И ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХЬ ИН- 
ТЕГРАЛОВЪ ВЪ Т8ХЪ СЛУЧАЯХЬ, КОГДА ЭТИ ИНФИСРАЛЫ СУЩЕСТВУЮТЪ, 

Но при примёненфи этихъ теоремъ нзобходимо принимать нёко- 
торыя предосторожности. 

Теоремй о перзстановх® предфяову интеграла о вниосй посто- 
яннаго множителя за знакъ интеграла, о дёлен1и интеозала интегра 
31и, о сумм интеграловъ, - всф эли теоремы существують безъ вся 
каго ограничен1я 

То же самое можно сказать и о теорем — о подстановк® 


[ео = [лида сочи 


Только при примёненли ея надо всегда обращать вниман1е, что 
бы функия “(С ). била непреривной функцлей въ интервал (%,„.). 
Это услов1е необходимо даже и въ томф случа, когда функизая <> 
непрерывна. Что каовется функцзи @' ( (Е ), то она можетъ быть 
и прерывной. 


Особаго внимантя заслуживаеть теорема объ интегрирован1и по 
частям. Фыбемь: 


й че = [. $4 (8) че - [. У 1% 9) 


Но равенство 


|. Зак чи = 46} 8) - чо А 


имветъ мфсто только при услов1и, чтобы функизи ч ( ра {х) 
была. нопреривны въ интервал (@, 4 и Сифдовательно 


[а че - [409 че, - | зея 44 (6) 
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только при условзи, что 9 ( хх) ич(х ) непрерывни. Ихъ про- 
изводныя могутъ быть преривни. 

Наконецз, замфтимъ, что теорема о срезнемъ значенти инте- 
граяа, вообще говоря, невфрна Она была нии доказана, опираясь 
ва теорему Лагранжа, которая требуетъ, чтобы < (х }, т.е. 

1( > ) была везд® конечна вакъ разъ это не соблюдается для обоб- 
щенныхь интеграловъ, 


ВАЖНОЕ ЗАМВЧАНТО, 


Нами доказано, что какъ для интегролоьъ огъ непрерывныхь 
фуякцуй, такъ и для обобщенныхь интепраловъ, имфеть м%сто слё- 
дующая теорема ебли 


Чоддл = Фо + 
0 
4 
{Дод - #4 -9%0 


Но надо всегда твердо помнить, что оправеллизость этой тео- 
ремы доказана “ами только при соблюден1и слёдующего условя 
виражен1е неопред8леннаго антегрела должно быть представлено въ 
такомъ видё, Чтобы его функнзональная часть, была непрерывкой 
фуккизей въ интерваль ( ., ) пря несоблюденфи этого условая 
теорема теряетъ свою силу Поэтому на практик&, при вычиолен1и 
опредвленнаго интеграла съ помощью неопредвленнаго, всегда. надо 
обращать самое тнательное внинан+е на непрерывность функитональ 
ной части въ интервал ‘интегрируемости ‘Это т&мъ болёе необхо-- 
дино; что при фактическом вычислензи неопредзлениыхь интегра- 
ловъ очень часто, какъ показываеть опытъ, даже для интеграловъ 
втъ непрерывныхь функи1й получается въ фуяки1ональной части 
прерявная Функцзя Обычно это происходить отъ примёнензя теоре- 
жы о нодотановкв. Мы имфемъ 


% л 
{4оадле - | АН АЗ 


гд8 Х=ч( 2}, Но это справедливо при условзе, что Функиля 
®( + ) непреривна И вотф иожетъ оказаться; что для функизи 
ч( 1 ) нельзя найти такого интервала ‚( В ), чтобы при из- 

манензи С аз эзсхь интервал, х изыбнялось непрерывно отъ ©. до 
$ можеть оказаться, что, когда ® изивняетоя въ овоемъ интер- 

валв непрерывности, то х пробёгаёть не весь интервалъ { @., 8) 
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а только часть его. Влагодаря этому, функцзональная часть мо- 
жетъ оказаться преривной. 

Вояснимъ сказанное примфромъ. Пусть требуется вычислить 


слвдующ1а интеграль я 
$-| 9 4) 


А + ви 
° 


Мы имЗемъ интепраль оть непрерывнои, полочительнои функ- 
п1и. Такъ какъ кром8 того нижнзй предёль меньше верхняго то 
патъ интеграль завфдомо равенъ нёкоторои положительной величи- 
н%. Ва всяконъ случа онЪ не можеть равняться нуле. 

Вычисляемъ его. Для этого вычисляемъ сначала неопредёлен- 
наи. Вспоминая, что подъ сле “мн разумёемъ дугу, лежацую въ 
первой или четвертои четверти послфдовательно находим® 

| Ве _ { ох | 4 


Л +Зидю (ох а у) Зе = <Я Пу 


Че. 
_ от, ДА Са» Ц 4х 
4+ т 9] А+ Са) рая" 
а потому 
№ 4 974) + © я) 
к р ое ИЯ 
Сладовательно 


и 


|. Ч - 3 ол ЯЗ) - Чрола було) = 


д + Зе 


у 


але 69 — але 340 0 
Бь чемъ же дёло? Двло въ томъ, что функизтональная часть 
(к) = Я ле Яве) 
получилась у насъ прерывнои въ интерваль (© %). Въ самонъ 
Д%л&, тредотавимъ ее въ такомъ вид ^ 
(=) = 4 олл В & ЗВ» 
Когда х непрерывно возрастаетъ отъ нуля до ‘й, то Х непре 
рявно возрастаетъ от$ нуля до + 53 „ Поэтому въ интервала (0,1) 
ъы должны принять, что. 
484) = доле 4 20} =- (3) 
и функитя 4 (л ) непреривна въ интервал (0 5 }. 
Вудемь ивизнять % оть я до й. При ‘этомъ изывненти ® уже 
стрицателенъ, и когда ® , находясь во второи четверти, прибли- 
жается къ 5 , то *® стремится къ- 7° в-потому теперь мы долж 


ы 


ни принять, что ца --=. Влагодаря этоху 
--Я 
р) толь 41 =-1 <) 


— в4 - 


нкцая 0 { 53 ) непресывна в® гнтервал® Е ‚Я ) 

йзъ (3) #(4) мы видимтъ, что въ точке © фунецая 5 (9% ) 
‚етъ различная значения въ зависимости отв, того, съ ка- 
кой ‘стороны поиближазтся кф этой точкз. Олёдовательно, функ- 
ьля 0% (5% ), будучи непоернвной какъ въ интервале (9, я ) 
такь и вь натзовалЕ (1, Я), вь то жё время преривна на всемъ 
хитоовалв (© Я), а потойу для этого интеовала мн не имйемъ 
права воспользоваться теоремой о вычислен1и опоедзленнаго инте- 
ррела чэрэзъь нзопредёленный 


пак хе бчть? Очень ‘просто Мы разбаваемъ изтервалъь (2, ) 


на #82 интеов (6, ы ) д | Я ). пывенъ 
г х 
Е ое | 4» 
лба О че С А озиияв 


Я + 
ких 5 24 +0 


== 


* =/4 = ль --Я 
к и мы че) =, 
х т д т 

5 =/ ол - -Чроль С = 
д к бымАх, 8. я Ч 1, и 
я = 
9, * 
= Потому очончательно 
ы а» —_ „Яъо 
А+ Зуи 9, 


СхОДАиОСтТЬ ТЕГРАЛА ОТЬ ПОЛОЯИТЬЛЬ УНЕИЕн 


Кекъ узнать существузть или нфть особщенний интеграль въ 
тон случа“, когва мн не мочечь вычислить неотредёленнаго икте- 
грала 

Зтотъ гопросъ оказывается чрезвычайно трупнимь Мы огранл- 
чимся здВоь разсмотовнземъ нанболве простого случвя *) когда 
данная $ я 1 { % ) положительна между прехёлеми интеграцак. 
Докажемъ слёлуюную лешну: 

ЯСЯЕ ПОБЫНТЕПРАЛЬНАЯ ФУНЕЦТЯ ИНТЕРРАЛА 


ь 
| Яедеих 
[а 
ЯЕПРЕРЫВНА И ПОЛОЖАГНЛЬНА ПРИЧЕНЬ ©<6 10, РСЯ ВНАЕРВАЛЬ 


*) Подфобный ви. 2 часто 
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ИНТЕРРАЦ И РАСШИРЯЕТСЯ, Т.В. ВОЛИ $ УВЕЛЯЧИВАЕТОЯ, &. УНВНЬЕА- 
ЕТСЯ $0 ВЕЛИЧИНА ИНТЕГРАЛА валяется, 

Геонатрически это очевидна, потому что интеграль предотав- 
ляезтъ площадь, расположенную зыме осн ® ‚ и ясно, что э2а пло- 
задь будетж увеличиваться еоли точка & будет. двигаться вправо 
а, точка в вл$зо, Но то же не трудно доказать аналитическя. 

Пусть функнЁя 1 ® } положительна, ь Пусть 

око. < 4 < е 
Имвечь 


{ро феи «[Чеовк +1 ооых 


Вь правой чы 


Всё интесоазы положительны, а НоТОму 
.& 4 
[ изв иль > сы ль , 
Ча, 6. 


Г Лемма. доказаЕз. фпарвясь на Нее, ий докаженъ слёду ую 
ВОЛИ ВЪ ИНТЕРВАЛ ИНТЕГРАНТИ ФУНЕЦТИ Ч ( у ич( 
УИТВЛЬНЫ ПРИЧЕМЪ ПРГ ВСЯКОМЪ № 
9 <ч (8) 
й ВСЛИ БИЖНТИ ПРОДЗЛЪ ИНТЕГРАЛА мьНЬЕ ВЕРУНЯГО ТО ИНТЕР 


ъ 
В бе) Иль 
РА 
ЗАВЗДОМО СУ"БОТВУЕГЬ, ВОЛИ ЗУЩЕСТВУЕТЬ ИНТЕГРАЛЪ 
4 
| (9), <: 
ПРБ Э”ОМЪ ВСЕРДА В 
й ела ) 
вобоа <. 1 С к.) 


ПРЕДЗЯН РИТЕОРАЛА А. И й отЬ ВЫТЬ НАКЪ КОНЕЧЕНЫИ, ТАК: 
ЕЕЗКОНВЧНЫМИ 

Предполочниь сначаль чтоб © конечии ц чо дав 

цзи прерывни эсльно на коннахь интервала. Седов 

як (1) “(2) первего тие Тань какъ (м) ч : 

т [| воаал. < Сеул и 

Мане и. +5 

Когда © и \ безвочечно умале ютоя, 10 интервалю иво и 

расширяется, эх потому 068 чабти э29г0 веревенства возрастах 

Слёдовазельна, воли мы докахенз, что лзвая часть не можеть 5 

вечно возрастатв, то 1Амъ семинф мы докекзыь, чзо окё выфетфъ ко- 


нечный предфлт 2.6 додажень, что ичтеррень (ть) ствествуе 
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хоназать это не хрудно. Въ самомь д8лё, такъ какъ, по предноло- 
хен10, интеграль {2) сужествуетъ, то правая часть (4) имфетъ ко- 
нечный поекзлф, Во лёзая часть меньше правои части 2 потому 
она нэ можеть  ввовочио возрастать и слёдоветельно имёеть ко- 
нечнай предёль, д.е. интеграль (2) существует, 

Переходя въ предзлу, изь (4) получаекъ(3). Теорема доказана 
для чнтеграловъ перваго типа 

Пусть теперь бунеиь ЧС) и М (к ) преривны внутои ин- 
тервана въ тОчкВ я ©, ©. =. . с, , По опред лен1ю 


ов 


ой чвоти сушестеуетъ только тогда, когда суге 
антэграля пзоваро типа 


д 
| “а 4». ‘а д». | ча (5) 


во ннчессьль (2) существуеть, потому существують и всв ин 
тепозяя(5} Сладовательчо по показанному существуютъ и интегра 


5 °, 5 
| Чо Аие |) Чем [ ЧС &) 
6 <. 


% потому сушзотвузьь в 


ахь суи:а, т.е антограль (1} 


Г 6} } 4» < Дея ч» , 


о. 


м ч(® ое < и ое 
ы 


[ “оч < 


Силеднвая эгг неравенства 


неравенство (3) 

Теперь теорема локазана и для иктесраловъ второго типа, 
Остается докозаль за интегоаловъ съ безконечннияи поедвлаия. 
то, по доказанному 


[ (д < [чб реа 3) 


Чузгь В тре: 


я къ + оели ия 


| че 9 #) 


з5ь то поввая часть неравзноввя, & слфковагельно и 
иватъ чозечный поедёль, Это знач что интеграль 

| сук. 

=. 


ЗужЗству 
дЕвая в} 


- в - 
существуетъ, причечь(7) въ тредзл® лаето 
ес ул < че) д (9) 


Теорема оказана для случая, догиа въ (3} а. конечно, $=42 
Снова беремъ зеравенство (7). Заставляя въ аемь © убывать 10 =, 
заключаемь, что если днтетраль 


| мод 9 
существуеть 10 и интеграль 
{ао 
толе существуе ъ приченмь В 
| соо < | чеоае 


2 


й теосема довазана, когда въ (3) ) 8 конечно, = 
Снова беремъ керзвенство (7), и пусть в кемъ я, стремится въ 


- м 4 къ + ,‚ Ваключаемь, что если интеераль 
+7 4х. 
=) 
Г ж } 
существуетьъ, то и интеграль 
о 
} (4х 
$ 


то же существуе, ъ поичемъ 


Г зодчх < Г чел 9х 


Теорема доказана и для случая, кола 2% (8} и -2 ‚еее . би 
зовательно, теорема окончетедльно доказана. 
Примнимь эе кЪ доказательству существовантя инфеграла 


а} 


“азывземаго интеграломъ Пуассона д агоающаго, ьэжд? прочимъ 
большую роль въ теор1и взроязности. Чтобя доказать его существ 
ван1е мы поляяы иволвловать, будеть ли интероаль 

ах 
ы 

предблр, эоля му вас 
го вазрасталь. Но тачь какь —` 


стремиться къ конеч ых Я безксне 


[ем _ ее . а ве; 


Ы А 
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ч7о 2Зваа часть будзтф имфяь зовечнии иредфяъ, золи 


`з8 прэдёль будеть зыбь второй интерраль въ правой ча- 
словеми, зотеграль Пувосока буветь существоветь, 
нызеграяь 


© 

| ва (3) 
Изелёдуень ше ето В5 поднизегратьномь влолжень: #71, но вс- 
д.4, 16 ом , а потому 


- 
ес? 


сачельнс нчлеграль (3) сущестзусть если сунествуехь инте- 


1 “ Золе #) 


© зе 
ета» [-=* ее" -з 

:=А 
Ритегразъ (2) существуеть. Слёдовательно, и интеграйъь Нузосона 
сущазтвуеть. 


ЗАКЛЮЧЕНТЕ. 
30ня216 05% обобщенныхь интергралачь ВВОДИМ ©Ъ ПОМОЩЬЮ 
опродё левая: 
Вози Вх « } прернвна только въ ток» то 


оон С [1 ооре 


ава сх } преривна ТОЛЬКО 35 50988 и., +0 
| ск бр = фак. .(" у дле 
в 9. 
Яаля > } прерынна олько на обоих концахь интеовала то 
Неа - | ое 
чл 04а 
Ван (а) воерывна внутри интервала, то 


[вов Г НГ 


-., „ 


Яоли слинь ила 68 прадьл” затограла бевконечны, то 


{= вдоа — 2. „ева 
Град» ри | Рока. 
у ее - и зь адиь 


5 ‘беновния теорзны остаются въ силё и дяя обобменннхь 


«нтограловь въ томъ $14 

Аля пр 
огредьленчин чтобы @ 
часть неопредзленнаго интегозяе била нэйреризя 


3, когда они существу! 


Ъ интеграломъ, 


ЛАВА У ИНТЕГРАНЬ КАКЪ ФУНИЦТЯ ПАРАМЕТРА. 5 
ЕНТЗСРАНОВЬ 


Птозь Я (% Ч, .и } -мепрерва: 
кикъ ароументовъ. сли вс® ея арсументы, кось 
разсивтривать, "акф постоянных, то вание Бун 
фукенцаю одного перемённаго. Какъ отъ вояко 

ом®ннала, ни можемв ваять отЪъ нея опре 


$- [44 * и) и. 


КОРДА СТЪ БУБКЦТИ ИЗСНОЛЬКИХЬ АРГУМАВЪОВЬ БЕРЕТСЯ ОПРЕДВ- 
1ВНВЫЙ ИНТВГРАЛЪ, РАЗСЬАТРИВАЯ ВСВ АРРУМВЕРЯ, КРОМ® ОДНОГО, 
КАКЪ ПОСТОЯННЫЯ ВЕЛАЧИНЫ, 7т0 ВС ТВ АРГУМЕЕРЫ, КОТОР РАЗСНАТ- 
РИВАЮЪСЯ, КАКЪ ПОСТОЯННЫМ, ПОБУЧАЮТЬ НАЗВАВТЯ ПАРА 
АВ АРГУМЕНРЪ, КОТОРЫЙ РАЗСНАТРИВАЕТСЯ КАКЬ 
НАЗЫВАВТСЯ ПЕРЕМЗННЯМЬ ИНТЕСРАЦТИ. ПОВОРЯТЬ 370 ОПРЕ 
ИНТЕГРАЛ ВЕРВ Ся ПО НЕМУ, 

Сладовлтельно, чятеграль (1) взаяе 10 5  арруке 

и. служатъ паоэметрами 


Очевидно, что отъ уункафй нвоколькихь ВогУмеЯт ов мы мо- 
хамъ взять интеграль по каждому аргуненту. Поэтому раконо ©е 
интерралонъ (1) мн имфенъ тавте интегралы; 

ры $ 

и [Е 4* м) В | Абь * и] Е 
ит.д 
Яано обратить вниманте на тэ №19 «огдь 


ав плнем® 
& 

5 | (+ чая м] ме 
с 


со на парачетон и, Е чи, 3 


г зв как» На босто- 
анные тонько до чъхь поръ, нока 
ВИДНО, Что ВЗЛИ 12, 5 ВНОлИ 
мн виберемь кохь для 9. й % › ТЬКЪ и Дия па 
3^-, а потому и 
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ОПРЕДЗЛЕННЫИ РЕТЕРРАЛЬ ВОТЬ ФУЧКЧТЯ КАКЬ ОВОЙХЬ ПРЕЛЗЛОВЪ, 
ТАНБЬ И ПАРАМЕТРОВЪ, 
Задачи. Байта, какими функцлями своРхф параметровъ являот- 


ся интегралы де 
я Е 

о фене чем о о -аы, 
л- => 


‚ 3 им) 


отв. 4) 605 - Ч Я = 


ЗЕРЫНЦАРОВАНТЕ. ИНРЕРРАЛА ПО ПАРАМВТРУ, 
"Пусть р %, м ) непреривная фунёцая дзухз перемённыхь 

: разочатонвая м ‘как параметрь, интесраль по 
ма пода о. а . Этотъ интегрьль будетъ 
ц . 0бо8н ачая 37у функц черезъ 4. Ч}, 


о [ 4 де и) 
Вечаслимь ПооазВОднНуюЮ ОТЪ $ ч ) Такъ какъ 


зееы = [ее 4-54» 


$ 
мен 00 _ | И 
|. .. т. 


принимая 13 79 ВНИМаН1е, ЧТО, во засоеме Лагранжа, 


Я Ч) - Нач) =Ь $ (® 4+9), 


получаехь . 
к - выч 4х. 
Пусть [№ Зезконечно умалязт 3$ поед8л8, прок Ко ‚› пифзечцъ. 


вх 
94) = Г асы 


Триничая во в те» пояя 


р И 
25|. м ыщ ть 


9 эта взорэзма докъзана ВЪ предположент и, что предзлны инте 
града ба 4 не’ зависят оть нараметра ч . Посмотримъ, кавъ выра 


и - 


вится производная отъ ичтеграла зЪ тонь случа, 
Ши ч. Пусть вообще 
Г "из бк 


Уакъ «а«ь мы можемъ даваль велячинамь 0% е Е Ч хактя УРОд 
но звначен1я, то 4^. есть Яувкия трехь терзмённыхь 9. , % в ч. 


только что Пововаяноме 
те 4 дъ 


ЧтобЕ Я ПрОЯЗВОдДННЯ 09% “М. ПО В, Е $ , 
теоремой о пооизволной интеграла по предфламъ. Имфент- 
9 __2 ^^. = 
2 =-16 4 = 
соки ке мы поздподожичь, чт0 9. и $ въ свою очэрель 8; 
Фо тогда, 39 2+ : эть функцтя фу 
дих. Эм до о Я. Эм. 
9 9% м 9% “9 9ч 
2 позому вахлючазчь, что: 


ие 
оу + 


этой "зорэмы ча поак 


лА- 


нкЧТи параметр», воегда надо сначала обоз 
интеграл» 2355 буквами. Пусть, напо.,  ребузлоя 
водную по Во 1 ДЕтеррала 


6 я, 
ма | Ре 


Мы сначала 


сд би 1 разскатовва Е 
ВИ + 
= МД. = 


инземъ 


а. бо фа. ‚9 4 9 
Ф 9% 9$ ЧЕ ‘Я 


„ а. р о 
=- Е — ры ры а и ао» 


( 


9х ь ` 
тая +4 > 
Та [её Але 
мА 


Раземстрччь ещз примбрь. Пусть 


3-21 (“ез-я) “фк 


Тарамелровъ служить =.  Пищемъ 


ВА ‘е а ай 


Разсназривая 4 каБъ фузки1ю би %, имвемъь 


3%. (к ал, 9% 4 “© 2) ` 4 


эт мл! 
Принимая 1еперь х=о. , находимъ: 
25 _ 95 4 94 _ 9% 


д% 90. м Я% `а® 


ноубыт 10 = ви. ин . Олёдовательно 


5 4 
ЕЕ Ге +) "мах 5 Ве =) был 
ИНРЕГРИРОБАНТЕ ПО ПАРАМЕТРУ 


Ёслв, пывя непрерывную сунвцЕю 4 ®, Ч }, чы вовьнемь 
от Ваа ивтеррель по %: 


Чех 


10 этоть интегоаль эоть фуикцйя 4, козорую мы можемь проннте- 
ооировазь по у ‚ мапр. нэжду предёлемни 4 з №. Получимь выоаяе- 


не: Ре 94 


Зяфсь ми сначала интегрируемь по х., потомь п. м. Спраши- 
заетвя, что мы получимь, если ту же функц! с 1: 9% М ) нежду 
ввми же предёлями провитегрируемъ сначала по ч › ПОРОМЪ по %. 
ОТВЕЕЬ На 970 дазтЪ такъ навывасмая теорзма объ илтегоирован\ и 
по чараметру- 

ЧРОВН ПРОИНТЕГРИРОВАТЬ ПО ПАРАМЬТР ИНТЬГРАДЬ МЕЖДУ ПРЕДВ- 
ДАМИ, ВЕЗАВИСЯШИМИ ОТЬ ПАРАНБТРА, ДОСТАТОЧНО ПРОИНРЕГРИРОВАТЬ 
[О ПАРАМЕТРУ ПОДЫНТИРРАЛЬНУЮ ФУБКИТЮ. СЯЗДОБАТРЛЬНО, РЕЗУЛЬТАТЬ 
ДВУНРАТНАРО ИНТЕГРИРОВАЕТЯ ФУНКИТИ ДВУХЪ ПИРЕУЗИНЫХЬ МЕ ВИДУ ПО- 
СТОЯВНЫМИ ПРАДЗЛАНИ НЕ ЗАВИСИТ ОТЪ ПОРЯДКА ИНТЕСРИРОВАНТЯ. 

Требуется показать, что, если %, & хх Л не зевисять 
от Жим , ыы 


деле [Де 
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Пусть СА $ м 
ме [4 1. о т | ед 
Вудемь считавь, что ©, риа пывють какля-нибуль посвоян- 
ня значен!я; что ме касаатея го 5 › то его будеиъ разсматри- 
вать, какф перемфнное. Тогва М. г % будуть фувви яма Вычис- 
лямь ихь прояввонныя 

Начнемъ 0% м... Эта величии представляется вь видЁ опрелф- 
ленлэео катововла по 1 отЪ ОЛЯДУОЩаРО выражентя 


{ Асы) ма, 


ховорос является функитей отъ фа ч  обозначая эго на время 
чеоевь 2 { 4 .ч ), мы имбемь 


из ы (64) 4 
Феперь ин ясно видимъ, что, чтобы найти нроазводную отЪ ли. 


о $, яадо продифференпировать опредфленный интегрель по пара- 
азов, Воль котораго играетъ . Имвенъ 


Де 


в, примфнчя въ интегралу вт скобкахь теооему о производной пс 
зеохнему пред$лу, заключаемь, что 


а 


Найденъ теперь кроязводную отъ №. для эчоро достаточно 
примёнить теорему с производной интеграла по верхнему предфлу 


Ймвемъ: [144934 


Мы видинъ, 910 произволаячя отф ми 1“ завны Поэтому 
ЛА. = У, 


м = = |. че оч 


РВ С поотоянная величана, не ызняющаяся съ измвнентемь $. 
подавая & равняиъ 0. , мы находимь, что С =0 . Теооема доваза 
на. > 


те. 


ТЕОРЕМЫ 9 ДИФФЕРЕНЦИРОВАНТИ И ИНТЕГРИРОВАНТИ ПО ПАРА- 
МЕЖРУ ДЯЯ ОБОРВШЕНЧЫХЬ ИНТЕГРАДОВЪ. 


Мы доказали, что 
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2 ечи»- Два и», & 
ео К | према, @) 


предполагая, что й. и 4 имвють конечния величины и что подннте- 
гпральная функнля непрернвна. Спрашивается будуть ли ревенотва 
(1) и(2) справедливы. и для обобщенныхь интеграловъ, когда или 
подынтегральная функцтя прерывна или предёлы инторраловъ без- 
конечни, 

Это оказывается чрезвачайно трудной задачей, поэтому на рЕ- 
шенти ея мы здЪсь останавливаться не будемь. Замфтимъ только, 
что болзе глубокая изслвлован1я приводятъ къ заключен!ю что 
какъ общее правило: эсли соочвЪтотвующе обобщенные интегралы 
зуществують, то теорзча о дифференцироваят я я интеграровани по 
параметру остаются для нЕхь вЪ силв. 
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какизи : 
янтэграловъ? 


бладазмъ для выч”елел1я опредзлееныхъь 
что, эсли 


оби = 0 (>) +6 


тэ + 
| еоуфь ой - №6 


Влагодаря этому соотномеятю между зеопредленвыми и опред8 
ленными интеградами, ми можемъ очитать задачу о вичиоленти дан- 
наго опредфленнаго антегозла офщенной всях1й разъ, когда мы умв 
эмъ вычислить соотв фтетзующтй кзопрел®леняный интегралъ. Во такъ 
какъ только въ радкихь случаяхь мы въ состоян!и вычнолить не- 
опоед8ленный интеграль, то устазовленная эвязь между опредфлен- 
нымь инте: раломь и неопоэдёленниме че рёщаеть зполн® вопроса с 
вычислен!и опредёленнаго янтеррала. Невозыодносяь внчислить пля 
всякой фузкщти неопредВленияя интеграль ззотавляет® яокать дру 
пихь методовъ для внчиолен1я опред ь, что 
язь того факта, что разъ мы знаемъ неопредфленляяй интегралф, то 
тВхь самимъь мы имфемъ возможность вычизнигь эпозл 
бя ошябочно заключить, что если мы не мохзмт вычязя 
леянаго интеграла, тс въ такомъ олучаб ин не 35 056 
я велич 


ввныихь, Надо зомёт 


знзи, било 

ть нзопредё 
януи найти 
зу олоздзленнаго интеграла - это было бы ошибочные 
тому, что, какъ увидимъ не рёяко можно наити  значен!1 
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наго интеграла и въ т®хь случаяхъ, когда ми не знаемф соотв%т- 
ствующаго неопредёленнаго интеграла. Вообще при вопрос о вячи- 
оленаи опредёденнаго интеграла надо рёзко различать два случая, 
Одянъ случай мы имземъ тогца, когда предёлы интеграла разоматри“ 
ваются какъ перемзнияя величин, т.е, когда въ выражении 


[1 (3) ое 


анё не имбить изкоторихь, Воля опоэдтленныхь число - 
личныя значензя. 00- 
предфзла имфютъ впоя- 


вих= значеньй но ъогуяф ричи 
вершевао другой случаи мы имфехз, : 
нё спредёленныя чиоловня значентя, т.е, вогла мя имземъ выраже- 


4 + 5 
| Ади , | {ео , | да 


эн сгуция 
опредвязяное числовов 3н8848- 
иваль гакя 


ИЪлЬНо 06а 


ь1е нео, р г 
перемённую е-о черезъ 3. Вели 


ео 


то 


д од 


И слёдовирз я 


(оо - ® +6 


фе: : ЛИ 
Теперь ясяо, что, води верхнзй прелёль опредьленнаго инте- 
грало перемвиная зэличниа, то вичьолить опредёлонный интесрали 


- это то же, что вичиелить неопоеяёленный интеграль. Иными сло 
.й и сло- 


вами это значить, что, воли въ данномь случаф мы не иожемь вы- 
числять неопрещёленяего янтеграла, то тёыь 
ножности ВН нета 
иномъ полоне 


заиыйь МЫ лИНЭЗНЫ ВОЗ 


злить`и опозявланнай интесраль. Ес в® соверженно 


мы, когдь требуется вычислить опред%- 
&отораго служатв Нёкоторыя полна 
Въ самомф дла, пусть 


<- де к. , и) 


ги8 ба Вт Ца д 
й $ аывютъ даничя, Вто в опооявльниня  чисдовыя значеня 
Боли мы предположичь что 


[Ао #62 (35) +С а 


ленныя инте 


раль, поелжле 


оарза 
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2 
то зогла 9 в) - в) с) 

по разъ ©. 6 иЗкоторля числа, т0 6 (9 ув { 4 ). опро- 
дёленныя эначен1я функнли 9 (х® ), ч.е. тоже числа, и равенство 
(3) яско показывает» олздующее чтобы знать значенте интеграла 
6 ‚› намъ не надо знать самой функци © (5%), но добтаточно 
знать два ея значентя при 5% =0. и пои < — . Очевидно, возмон 
чо ожидать, что в нёкоторыхь слузаяхжь мы, не зкая семой функнён 
будемь з® тс ще время 55 состоян1ни вычислить два вя вничэная, 
Тогда, не энач неопоерфленнагс интеговла, ны будеиъ эгазь опред 
ленный - 

Васволько одно д®хо - знать функцию, и совобиъ другое дёво 
знать два ая значеная, э”о особенно ясно пеонетрически. Востро- 
инф кривуо 


ч- ее 


для интервала (0, % }. Значенте ея № (9) в ®( 4 ) изобра- 
з знтоя ординатами точекь -Д и % 
Чтобы знёть эти значенйя, мы должны знать 
золько положенте двухь точекь Л и» , для 
этого намъ соверченно не надо знать, какъ 

о. ъ зечеть мехду ними кривая. Но чтобы знать 
функцти © (х ), намъ надо знать течен!е всей кривой 

Очевидно, одно дзло знать форму всей кривой, и совершегно 

другое зналь полоченте только двухъ точекъ на ней. Можно, не 
инбя ни малёйшаго представленля о фори%® кривой, в то че время 
хоромо знать дв точки, черезЪ которыя она нреходитф Поэтому 
10, не зная неопредёленнаго интеграла, иногда возможно вычислить 
опредфленний интеграль, если предфлами его олужать не перемён- 
ныя величиня, а числа. Очень часто удается этого достирнуть, вре 
м%няя теоремн о дифференцирован1и я интегрированти по параметгу, 
какъ то ясно покгзывають ниже сяёдующ!е примёрь. 


я 

5 
ИНТЕРРАЛЬ | 2 Ч 

ь № 


Неопредзленнаго изтеграла отъ подынтегральной функизя мё > 
момемъ вычислить, Но опредёленный можэмъ. 

Для этого прежяз зозго замётчиъ, тео, таръ кась въ подунте- 
ррвльнонь выо 3х измзняется только озъ нуля до 5 ‚› то мя 
можемх написать, что 5 


Е % цх = су ое. [3 


Фо» ‚Фо 


= т - 


и вОРъЪ оказывается, что въ то времз, какЪ затруднительно вычис- 
лить прямо интеррелъ (1), натустивъ легко вычисляется интеграль 
боле общаго типа: я 


% 
_ (8 ара (бул 
м. } ие ох 9} 


Рда © произвольное постояниве. 

Этотъ любопытный факт, г.э.те,»чта верюдко оказываелея лев- 
че рётять боле общую задачу, чфмъ частный ея случай, чаото на- 
блюдается въ матенетик®. 

Раэсматривая ^^-какъ функцлю 9, и примёняя теорему о диф- 
фэренцировав1и опредёленнаго интеграла по параметру, вычиолимъ 
язъ (2) производную отъ м.-по а. . Дифференцируя подынтевральное 
вкрежен!е по @., иывомъ я 


{3} 


Ла ол ух 
Оказывается, что мы можемъ вычизлить опредёлевныи интепраят 
правой чаоти. Дяя этого одфлаемъ ‘подотановку 


= = ола 
Когда х изняегся оть нуля до 5, то изивняется от 0 до +9 


& потому 


фи. _ [| Е О Е 
«а. ] ИИ ноги) пл | ЧА ыы = 
А № ВИ Г (=) 
А 9, Ам" А 4 Ио 


Вудемъ считать ©, полсжительниме и во второмъ интегралё пра- 
вон части полокимъ о4=%. Очевидно, что предёлы для Х будуть 
тоже би, а потому = 

| мм __ А | Риз 
. 


Ао в А+ 
ы з 


ЕСЛИ же въ вподынхегральнох функизи зиЪфсто '% опять папивемъ Ч, 
то (4) намф дасть 


© 
Эл. А- = 9 _ Я Л (Я) 
ща. А-а Ач © Ах 
я ) 
я ВЫЧИСЛИл:. ПООИЗВОДНУЮ 7% № па и, , ие зная ока зыраже- 
женя для М. квкЪ фуниц1и 95 . Но изъ (5) слёдуеть, что 


а - Ван) +6, с) 


Ъ ня вачЧислала 1^А., 9стае:0я Вайт только значаьае постояннаго с, 


: : : 
которое ие иёняется съ измёнен1ень о.. Для этого, пранимая во 
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внима +1е значенть \, пишенъ оавенство 
Е а Да г. ь (1-я) С 
о = % 
Это оазенство справедливо при всякомъ положительномъ & › 
Полагаемъ, Что Я. безконечно умаляется. Въ пред%з$ ‚пои 9.=0 „но- 
лучаемъ- г 


С =0 , в потому окончательно 
я 


еды З.В 


Полагая ке зд%сь = 1, находимъ искомыи интеграль 


- о = 6% (1) 


ИНТЕЕРАЛУ ПУАССОВА. 


| © 
Усть А { с @) 


Выжсто того, чтобн для обозначеная аргумента функцти поль- 
зовалься символонь х , мы въ прав воспользоваться для его обо- 
значен1я у всякимъ инныъ какимъ-нибудь символомъ, такъ что, ря- 
домъ съ равенствомъ (3), мы въ прав% написать также, напримВр% 


такое равенство р 
д [29 Я 
, 


Крайнее остроум1е. метода Пуассона заключается съ томъ, что 
онъ, считая >. и у двумя различныхй перем 
временно разси 


зыки величинами, одно- 
этриваетъ оба равенства (1) и (2), и выёсто того, 
чтобы вычислять А, вычисляеть А мы иивемъ 


РЯ Е 
(ей [5 ох ($) 
ь ° 
Но первяй’ интегралъ въ правои части чы хожемъ разсматривать 
какъ постоянныи множитель, стоящай неоездь знакомъ второго инте- 
грала, а потому мы еро можемь, кахъ постоявный иножитэль, подве- 
сти поль знакъ втоооро интегоала. Делая это, нполучаемъ” 


д ее ее 4) 


интеграль, стоям:й въ скобкахь мнохится на @` . Во ошно- 
сительчо % величина х есть постоянная величина, а потому оапен- 
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тво (4) преобоазуетоя въ равенство 


РИА. = 


Въ результатв ‘оказывается, что величина 4" можеть быть по- 
лучена съ помощью двукратнаго интегрирован1я, а именно Функи1ю 
двух перемённыхь Ро 
г 3 
надо проинтегоировать сначала по м , потомъ по ©. 

Повидимому, излищнее осложнензе - вотъ все, чего мы достиг 
ли. Развё можно очитать упрошентемь задачи, когда одно интегри- 
оованфе ‘замвняется двумя? 

Во одёлаемъ въ первомъ интегралф,; который приходится вичи- 
слять, т.е. интегралё 


И = &] 


подстеновку Зэамвчая, что при вычиолензи этого интеграла мя 
должны разсматоиваль Ч, какъ перемённую величину, 2 % , какъ 
произвольную постоянную положительную взэличиву, мы полагаем: 
ке 
Ясно, такъ какъ х-положительво, что въ то время, какъ Ч 
возрастаетъ отЪъ нуля до безконечностя, $ тоже возрастаеть от% 
нуля до безконечности, Сл®довательно, предёлы для © 25 же, что 


и для М , & потому 
> 


Сеты аа 


и равенство (5) перепишется въ такои форый 


› 


о со 
№- | \ ыы 3х %. 
. 1. } р 
Перензнимь теперь порядокъ интегриоовантя, Йуземъ 
о ада 
О 
о 


й воть оказуваегся, ч.0 теперь мы можеиъ прогзвести первое инте- 
грирован1е, потому что мы ножемь вычислить соотв ётствующьй не- 
опредёленный интеграл». Въ самохъ дЁлЬ 


КА 
"О В ле, = 


и, 9 
а их 


‚ 


а потому 


с С х * мае 
хи“) р д 
| хх -|- а(5е “Чин › 
5 


С 
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= 
5 


енотРо (10) принимае:% следующей _ -ВИДЬ 


и Е - [+ 2 ал 44 = © т) 


и слёдовазельно А = а. 


Интегралз Пуассона зизколене. Чтобы отчеелив ве отибаиль вов 
ВАЖНАйне номенти примбневнаео метода, мы номемъ изобразии» незь 
путь вычисленья въ сладующей сзам%: 


де Ле 
& потому 


о Фр + Гери 


ст 


= те 4% я 
нае 3.3 т, 
и сяздователеьно > — 

| д = хе <) 


° 


Этотъ янтеграль Нуассона часто представляоть нфехизако в» 
аной форчё. Двнеемъ подстеновьу. 
х=-% 
Хогда эх восзрестаеть отъ нуля до, то % изминаетоя сть 
нуля до - <, & нотому посл подотеновки изъ (9} иблучаемь^ 
1. У 
евр 
Переставяяя яе предёли интеграла, и снова взяотб Ж каписавъ 
х., найдемъ, что 


ре У. {40} 


Саладивая (93) = (10) ныйенъ 
ее =Р ©) 
“2 
Это и есть другая форма гитеграла Пуасоона, о казорой мы го 
ворайи 
Сдфвоень вь (9) подозановву 


== «> 


Црелъин дия м очевадно будуть тоже нуль и* 54 , а позову 


+ 


81 - 


Замзняя же здёсь символ ц снова сиьволомъ х , получимъ 
< о® 
е 
Ее мт и 
Эту зорму интеграла Пуассона тоже не м8ёшаеть замфтить Так- 
же не метаеть обратить вниманзе на то, что теперь подынтеграль- 
ная функцуя прерывна при нижнем» предфл% 


= о 
Ь 
ИВТЕПРАЛЫ | ЗАМ. ох. [ лм ИХ 6495 © бе але 
Г] к о се. 

Очень часто, имфя какой-нибудь интеграл, мы можемъ подверг- 
нуть его цёлому ряду такихъ преобразован1й, что въ результат® 
получимъ новые интегралы, относительно которыхь было бн очень 
трудно предположить, что они стоятЪ вф такои тфенои связь с® 
даннымъ интеграломъ. Олфдующуя преобразованзя‘ даютъ весьма по- 
учительннй поим®оъ Замёчая что 

Оле аль А. | воза дов 
(. ол [а Фи — 2 


и интегрируя въ томъ и другокъ случаБ по частямъ, получаеуъ 


к Ода, чо Аелль ая 
[ебьиия еб (в Трио бл 


в 1. 
Учноживь второе равезство ьа @ и сьяедывея 3ъ нервымъ, наидемъ 


[беда Е 
ео 


Тростое же вычитанзе аторо о равеистьь изь пэрваго дае: 5 


о ол р 
“т зб о ая к бы, 
д а 


Пусть © 0”) Везъ ссобаго труда: найлемь, сто 


ее 
40. [2% 

| в ЕВЕ [63 
а 4 

| меда о ©) 


©. ножетъ быть любой положительной взянчичои, Гоэтону зщ 


. 6 
*) пви безконечнонь возраспонзи 5х, выраженте в сифенийся не 


нилю золько ва хп БыШЕльно 
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мсчемъ разснатоивать 92 какъ песем ную величину. Тогда въ 


яхь она будет% играть роль параметов 


528 интегрис 1я по в. мы ножемъ трояиззести, г вь резулетат® 
получим = р 
л-8 ди -А 4+5 (3) 
сы а ы( &} 
о р 
| е- Чиллль ох ола, #) 
° 


Эти сав 
ражаемъ, 


спрэведливи пр 


вояксиь положительночь @.  Вооб- 

&. безконечно возрастаэтьъ. Такъ какъ х положитель- 

50, то е^® въ поедёл5, при 9.=+° , обращается въ нуль При 

этомь завенство (8) обратится вь равзн 

Резец» = А В (1+9) = о 
х 4 


ы 


[2] 
= 
| 
о 


©р0е позазяваеть, что особщейнаго интеграла стоящего въ 
язвой частя, не существуетъ. 

82 то даетъ наиъ равенстзо (4), потому что Рзъ него, нои 
& -> мы получаенъ: 


ое г 5 
ес» - й, < 


ин подверснемь этотъ интерраль дальн®ишимъ преобразован? - 


яиъ. Пусть в посизвольго взятзя положительная величина Спвла- 
ЗУЪ ПОДОТАПОЗКУ 


= 8“ 
Учвндно, когда вазозстезть оз нуля до оезконечнозтье, то Ч 
меаяззия 2% тпвхь ча позатллхр а тотому } 


ДЕК г 
„Ч 


8. 
14 СНОВа ЗАИВНС символ Ц оиУВОлО ит хо пОлучныт 
я \. _ © 6) 
8 > й 


ЭРИВРИТВ, 979, УОТЯ Я. ИАЗУЮ ЧаСЬЬ й ЬАОДИТЬ Р В 
{и3Э 2Я 8 ЗАВИСИТЕ ОРЪ В 
Пусть топерь о. и $ 586 произвольно взятвухъ нолохительны хе 
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величины Но взятыхь такъ, что о.> 6 Тогда ихъ суима а 
ий ихъ разность о.-6 будуть положятельны, а потому въ (6) мя 
ножемъ замёнить р какъ черезъ 0.46 —, такь и через &. - 
Делая это, получиит- 


Генон ее мб дк 
я < % 


ПЕРА «-& 
% 5. % 

Склацивая эти равенстза 2 зат$ыъ выччтая одно изъ пругопо, на- 
ходимъ: 


|’ пк ды «Я (1) 


<. 
> о.>6 
{ ев с сие, бк 0 
2 5 " 
Во вгооомъ равенствЪ выёото © и 4 соотвьтотвенно чапенень @ 1 


а. . Получимъ = 
р ооо. м6 Ди О [в 
Е > 
° 


зо теперь это оавенство справедливо уже при условзи что & 45 
Сравнивая (7) и (8), приходимъ къ любопитному заключен1ю 
интеграл 


Гоа ле. 69) 
а х 


мательныхь 0.1 6 пыботь различичя значен1я въ 33 
сти сть относительныхь величинь ох © 2 именно 


при а 


о 
| 


ЕЕ , ль я р 
© ох мА 9> 
авт - 9 ‚м ив, 
р ливень бо ПЕНИИ вю быв 


Зозмицияя, ‘робим до пои лималиль к (6), дека о тео 80. 


Возьмемь интеграль (5} 


Перепяшемь его такф 


0 
С броье «а 
о 
Янтегрирове зе по чаотыхь даег» “) 
т 


кз я 
} оащенын- риа 9, 
о ® 
а позому я г. 
а, _> (10 
| ил чм, -- и } 
=) Потому ито, прииливя поавило Тотиталя, найдень, ито 


рыбе эф 9, 
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я ях 
Полагаеьъ здёеь ® 4 Предзлы для ч будуть ч и 9 ‚а пото- 
о 
© 
ы - --© 
у аееы--я Ча 
ся 
Пинечь эздёсь вызсто ч ОПЯТЬ х  Получаемь 
п 
ы т и 
бе 9, та (4) 
Вичнтея (11) ивы (Ио) венком, что 


№ цен =0 м 


такъ, вычислизх одинъ интеграль, мы изъ вего получили рядъ дру- 
Фахь 


ВЫЧЯСЛЕНТВ ИНТЕГРАЛОВЬ ЧЕРЕЗЬ РЯВН. 


Еогда не удается наити простое выражензе для искомаго ин- 
легрвла, то часто въ вягодой можно прибёенуть. къ озеложен1ю 
функцти въ ояды Пусть, напр , требуется вычислить интеграль 

ед а 


— 


х 
Вепоминая разлонен1е. © въ оядъь Маклорена, имземъ 


Аа эй 
Ах Ех + ан + 
а потому 
А 4 
и. | 9х. + 5} ходе + 2 | эф, + 
3 — 5 


1 СКОБчательноО 


Е ое А ы + 


т + 35 т 


ПРЯВЛИЗЕННОЕ ВЫЧИСЛЕЯТВ ИНГИРРАЛОВЪ 


Зогва никазимь нутенъ не удается вычаслить опоедфлениаго 
янтегроала, то тогда вычисляють его приближенко 
Сущезтвуетъ вого изтодовф поиближеннаго вычислев1я опоед%- 
„. Самая трудная чхь сторона, это опвика поя- 
зазвзиотрии» нвоколько такихъ изтоповъ, ограначива-“ 
2% анв 172" м остазляя въ сторон вовоось “ 


сте зоччеленьы. 


Ны осегда иожемъ пре 


ПОДОЖИТЬ чта в? внжепралв, которон 


тресуатся вочиолать, тоды ральлая функция положительна, до“ 
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тему что, если би это усповте не соолюдалось, то ми морлл бы 
предварительно разбить интервале интеграц1и на полннтерзаяи, въ 
КАЖДОМЪ ИЗЪ которнхь функиая сохраняетъ свой знакъ. Послф этого 
4н вычисляли бы интеграль по каждому подинтервалу отизльно, при- 
чемъ, если бы въ какомъ-нибуль подынтервалв подинтегоальная 
функцтя оказалась бн отрипательнои то мы изыЪниль бы ея знакъ 
‘на обратный черезъ что интегоаль тоже только изнёниль бы свой 
знакъ, 

Итакъ бушемъ предполагаль что дан 


зя функизя 1 (* ) по- 
ложательна въ интервал (9, ) нолР ии изобразимв эяу фунь- 
ц:ю кривои, то величина интеграла 


“= ом 


равна площади соотвётствующей хризои трапецзи. Поэтому зедеча 
о прибляжеиномь вычислен1и интеграла равносильно залачв о ири- 
блихенной квапратур$ кривой трапен1и. 

бал 


ый грубый способъ пряближеннаго вычислентя заглючается 
$ томъ что рэздёлявь основан! тране- 

Шли на достаточно большое число нодын- 
7 терваловъ точками № ‚ %,; ›‚... Х,, ьы 
а строямъ элементарные прямоугольники и 
Г принимаемъ сумыу площадей ихъ за велич 
ну чокомаго и 


зеграла. 

Волёе хе точное значен]е, казъ то геометрячески очевидно, 
мы получимь такъ- возставивт- ординаты въ точкахь 5, , ми соеди- 
няемз хоодами концы всякихь двухь смежныхь ординатъ. Торна ны 

получимь оядъ обыкновенныхь трапеций. Ви 
числивь зиачензя функций в% коклой тсчкь 


х,, мы получиь ЕНОЗТЬ. ЗЫЧИСНИТЕ 


площарРь каждой ИХЪ МЫ 
| 
примаыь з& вз Этот 


способъ при лиженнаго вычислен!я назизаз 
букность его заключается в5 чом, что вая 
кривой мы замвияем ь 
точное праближен!е, ‘если дупу Уривок в 


трапенн, 


лфе простого типа Рёшимъ предгарательно сл 
пусть требуется прабликенно ‘вытлолить пломаль 1. тран 
В4Л%@, ‚ озреничеяной сверху коизой, относител:во которой 
зваемф только то, что она Шоходать чеоезъ то' ‘очки 436 


з 
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мы поедположимь, что проэкизя точки № д#- 
лить основан! трапец!и ро, пополамъ 
Точку О прнмемъ за начало коорцинать 
Пусть \. и- будуть абоциссн точекъ А в 
С , черезъ @, 5. В 6. означиьъ ордя— 
р р %  налы точек А ,# ‚С. 
Разъ коивая неизввотна, то зе нзе естественно принять та- 
хривую, которая проходила бы черезе точки й ‚% ‚С и 
вата отф эбоциссы выражалась бы по 


Для Кото00н зазт 


4 коб о 4} 

335 хоторои параляельна о-а хх, 

Посмот о ли «, 4% ‚ ® подобоать токъ, чтобы крь- 
вая (1) проходила черэа точки „А % ,@ . Для этого коорди- 
хчы уровтетворять убавнен1ю (1), что даетъ 


ыОжН 


ба. - чем” 
1.-&, 
лос. 


которыхь че трудно найти‘ 


$, -2 +2. - 
4, а, .- ое 
| ыы = х* {<} 


ая 23 виёззто нэизвзотнои крявои, ин поибличеннио 


ИО о -ы х+ та, эль 


ы-- <) 
5 


4+е площади, 


за прибл 
ой кривой. 

ь требузгоя вычнолить площедь 9.4% ‚ ограни- 
ч=4 {х). Двлинь основанйе А Е. четное ‘чие- 
пусть №. - даниа каждой изъ гихь. Въ точ- 


ПУОРЬ Е 
зенную криво 
о Чи завнихь част 


- 


Кадь рфлентя возотавдяемъ оодинатны Ч . “. . Чек Ноедголь- 
гаемъ, что ДАННЫ ихь внчислени. Сбозначинъ ча033Ъ № м. .-.. 


плошеди, ограниченныя съ двухъ сторонъ четныий (во чертеж жир- 
иными) оодикатами Но формул (3) иыЗемь: 


ие брная ) 
Гы м5 ый ич) 
Ач) 


и 


“ + Ча х ей Чак. в 


[о 
Мля 9 Саи, Чаи, + 4 ам. 4) 
Склацивая всъ эти раьенотва, получаемъ эл 
дя приближенного вычислен1я интеграла 


[Нем = ель мы дея фк) 


Эта формуле называзтоя форнулой Синлзона 


ую 00, 


Я [4 
ИНТЯРРАЙ. и аль 


. Яя 
Вовьизыя 1 а) 
р 
и. >. 
я 
1 вычиолимь я частчия пооизвовныя : 
9 м Эм 94. эл А [2 
9х х = 4 5 коты 2 994 Те :47° 


Следовательно 
* 


3 9 _ Е 
у 9х, ( 5 р) > 5: { 5 <) 
Чнтэгрируемь левух Часа ь по 5. вв поедвлахь ол О ро 1 Ш 
м к А Р 
м с. д ^ = _ кз 
э потону й 
х*- ры 


Интэсопруя 912 рзве 


&змъ: А & 
} Цех, ть 5 - [5чач, =-Я м 
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Во если мы ЛЁвую часть (3) проинтегрируемъ по м въ 1вхь 1е 
предёлахь, то наидеит, ято 
Л 


|-= [5 НЕ = [Ая я ^ ду › 
ТИ и А ле = $ 


Соавнивая (4) 4(5) чы видинъ, что, интегрируя два раза рункию 
% 


> потонву 


0 <) 


сначала по одному перемённому, а потомъ по другому, ме будемъ 
получать различния величини въ зависимости отъ порядка интегри- 
рован1я. Но функикя {$) при зб в ч=0 принимаеть неопредёлен- 
ный видЪ. Тахъ какъ она не пранадхежить такимъ образомъ къ не- 
прерывняиь функшянъ, то ‚слёковательно, 13 интегралы, которые 
мы брали, есть обобщеннье интегралы. Отсюда заключен1е теорема 
обь интегрирован\и по параметру не всегда бызаетъ справедтива 
для обобщенныхь интегралов®. 

Но так!е случаи, какъ показываоть болёе тонк1я изолвдова- 
1х, бызають только въ видз исключентя. Поэтому, вообще говоря, 
какъ теорзму объ интегрированзи по параметру, такъ и теорему о 
дирференцирован1и по параметру можно примзнять и для обобженныхе 
янтеграловв.*) 


РЛАВА \| ЭКВИВАЛЕНТНЫЯ ВЕЛИЧИЕ. 


Понят1е о производной и понят:е оо. опредфлениомъ интегра- 
л% повели $ ВОЗНИКНОВЕН1Ю АВУХЪ САМОСТОЯТЕЛЬНЫХ я весьна об- 
ИрнНыхь отдвловь матзнатиги дизференитальнаго и интегральнаго 
исчислентй. Но легко видфть, что по’ существу тотъ и другой от- 


ЕЛЬ. зоть не что яное какъ отдЪльныя славы теорфи пред%ловь. 
Въ самонъ 5%лз, производной мы называемъ предёлъ отношентя при- 
ращентя функции къ приоащен`ю аргумента 


о - 


Понятте объ опоед: енночъ отв мы вводякъ, разсматривая 
предать Янтог ральной сунмы: 


[ 1) уд ых оса 


*)"Побфобньй объ этомь си, часть 2-ю 
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Поэтому казалось бы, Чо для вычислензя производных и ин- 
теграловъ достаточно общеи теор1фи предёловъ. Чфмъ же объяснить 
что дифференитальное и интегральное исчислен1ч сунествують какъ 
самостоятельные отдфлы матенатнки? 

Причина этого легко усматривается. Она заключается въ томз, 
что для вычислен1я производных и интеграловъ необходимо внчи- 
олять предёлы такихъ выражен: и, для которыхь какъ разъ неприм8- 
ними общзя теоремы о предёлахъ. Двиствительно, для вичислен1я 
производной мы должны найти предёль отношен1я, предполагая, что 
зислитель и знаменатель этого отношензя безконечно умаляются, 
Но извёстно, что теорема о предзя% частчаго 


п. 
фе > лы 


какь разь не примвнима въ томъ случаф, когна прерЪлы числителя 
х ззаменателя одновренезно равны нулю. 

Съ подобнимъ же затоудненйемъ мы встрьчаемся и въ инте- 
гральнохь исчислен!1и, Съ геометрической точки врёнзя опред%лен 
ный интеграл ость площадь трапец1и, разсматриваемая, какъ пре- 
дёнь сунин безконечно уцеляющихся элементарныхь прямоурольни- 
ковъ, В$ оэзконечно возрастающем» числЪ. Следовательно, въ дан- 
номъ случаев ин ныфенъ сумму, у которой одновременно маняются не 


только сами слагаемыя но и число ихъ. Но теорема о предвлЁ сум- 


мы. 

фм еЕчь =*) — ии, зв би. = «бы 
предполапаетъ, что хотя слагаемыя и мёняются, но число ихъ оста- 
ежся вов время одно и то же, а потому эта теорема не примфнима 
въ вычислен1ю предзловъ суммы съ измзняющимся числомъ стага - 
емнхъ. 

Такимъ образомъ оказывается что вычислеязе проязводныхь и 
опредёленнихь интеграловьъ требуетъ умфнья вычислять предёли та- 
кихъ выражен1й, для вычислензя которыхъ ве, примнимы общая тео- 
ремн о предВлахъ. Эта и является причиной того, что дифферени1 - 
альное и интегральное иочисленья существуютъ, какъ самостоятель- 
ные отдзля математика. Во къ вычислен1ю предёловъ отношен1й без- 
конечно умаляющихся величин, кром$ задачи о вычислезли произ- 
воднихь, приводить цёлый ряд другихь задачъ, 

Точно также существуеть ‘цфлий. рядъ задачь для рёвенля ко- 
тотнхЕ необходимо умёзь вычислять предёлы сумуъ безконечно ума- 
ляющихся слараемыхь въ безконечис возрастающемъ числ®, причемъ 
эти суммы нфоколько иного типа ч№\ $ тЪ, которыя превели наст к+ 
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пснят1ю объ опредфленном® интеграл 

й воть, вознвкеет» вопросъ: нельзя ди найти правиле длз 
вычислен1я предёловт подобныхт очношен1й и суммь. Оказывае’" с’ 
что так1я правила, ул, какъ принято роворать, пряннииы, могуть 
быть цены Эти принцины опираются но поняз1 
величирахъ. 


ЭбЪ ЭКБЫРЕЛеНТИЬ 


ЭКВИБАЛЕНТНЫЯ ВЕЛ 


СПРЕДФЛЕБТЕ. ПЕРЕН 


ВНАЯ ВЕЛИЧИНА м. НАЗЫБАБТСЯ ЭВВИБАЯЕНТ- 
ВОЙ ИЛИ РАВНОСИЛЬНОЙ ПЕРЕЬЗННОЙ ВЕЛИЧИНУ, Оль ПРЕДЗНЪ ОН 
ВТЯ %- РАВЕНЪ ВЗИВИЦ». 

Чтовы УКАЗАТЬ, ЧТО ВЕЛИЧИНА ^^. ЗИВИВАВЕНАНА ВЕЛИЧ 
мн ВУДЕМЬ ПИСАТЬ ТАКЪ: 


дл Г 
370 ЧИТАТЬ НАДО ТАЦТ: М. ЭКВИВАЛЕНТНО 1” ЗНАКТ „=“ ВУДВНЕ НА- 
ЗЫВАТЬ ЗЕДКОМЪ ЭКВИВАЛВНТВОСТЫ. *} 
утверядазь, это са) 


ЛА. Г, 


значит» ке что иное какт утверяреть что 


Е м 


Обратно, если мы имен (2), ТО мы В35Га> имвемъ праву На- 
писать (1). Оба эти выраже: 


по существу, заключаютъ въ се6% 
ю идею 


одну и ту ие мотематичес 


Не изшарть обратить вниманте, что определен!е ровно ничего 
це говорит о томф, имбють ли семи экенвелентния зеличины мил” 
предёлин, или ахъ не нувиту. 

Примвры эквивалентныхь величият Пусть % безконечно г 


ется, Въ.такомь случай у’ижтоке безконечно чумаляется. Какъ из- 


в8315о { бы = Д 
© 


Сльдовательно зе, те синусф оезконечно умаляощеися дуге 
алентэнь самол ву 


аля- 


Оть онбаЪ ОТЛИИВЕШСЯ ОТо чноьв фавенсиеа пине, ито вньстс 

„ряныхь чериочен ны бефенъ изотнутыя. ВРобо зотитизь, ийо в00б- 
ие ананъ „^^“ не иипезь обнозо и позо же обнепринятазо знеченля. 
фознообфазн 


Яиъ пользуются оля сах ‚хф улей, Вы име в66%00. 


буоеуо ТОлЬЗОвОжься, Коко онаном® онвизаленицости 
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МЫ «видинь, 1710 эквивалени 
39 умаляющимися, 


я вълачины моруеъ быть бэзковеч- 


Пусть 
ы \ зе 
д пусть < безконвчно возрастаета, Имбемъ 


ч _ й А 
эй 3 ты, 


% потому 


: д” 
вырельно, \ = >. что экзивалзненыя величины 10- 


5 безконечно возразтаюними Пусть 


А+х* 
4= 9 +» #- 9-м 


4 ПУСТЬ 56 НИХ 


4 Предёло4ь с  Имфемь + 


Фик = бык +9, 


3 > дез 
% поз 
фил. 4 = 
% 
Слфдовачельво, м = Мы видиыъ, что эквивало! &Чнкы м0- 


руть имфиь конечные  1е ныз нулю предёгь. 


ЦТ 


Пусть, нахо: 


це кии %= (+ миль 


2 


м пусть х безкочечно „озрастает®. 
Когда х безконечно возрастлеть, то чих. не стремится ия кь 
какому поздёну. Слядовательно ци % не иквють предёла Но 


а потому 2 = м 
Мы видимт, ч о эквивазененимя зелячинама орут бызь вали- 
ЧиНИ, НЗ ИЗФеИТЯ 10: 1. 


Тавиыя хавываэтоя, что поняе1е о экз 


алойтчныхь 


ИВАЛЗИРНЫМИ ВОЛИЧЯНОМИ МОГутЕ быть 


ко 


хо возовотающая 


чакъ взличини, амвен1я поздблы, такъ и величийы, га амбощя ихь 
ЛЕМИА. ВОЛИ ВСВ Чли ОТНОНЕнТИ 


2 З В. 
я» 2 => и) 
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ПОЛОЖИТЕЛЬНЫ, ТО ВЕЛИЧИНА ОЪНОбЕНТЯ 


ЛА Л + Ла... В 
ня, + и, 
ЗАКЛЮЧАЕТСЯ МЕДДУ НАИРОЛЬШИИЪ ` НАИМЕНЬШИМ Ь ИЗЪ ОТНОШЕНТИ (1). 


Пусть 2 наименьшее, & ‘чз наибольшее» тзъ отноленай {1}. блз- 


довательно 


т . 

Л вЫ $ вЫ 
< 3 & =, а потому хам 
А .^ л Л В 

а м. —_ — 
че 8 9 и, Ла а, 
Л А. 1" Л 
“ < 
< = = < < а 
Складивая неравенства праваго столбика, получимъ 
и " 
м 
ты + +0) & А+ С 
а потому 
«ЛХ < л+л.-+ +9. я Л , 
&“ = чо + + « 


и лемме доказана 
Мы перзйдемь теперь къ доказательству нёсколькихь теоренъ 
относительно эквивалентныхь велячинъ Доказываются эти теоремы 


чрезвичайно просто, опираясь исключительно на тотъ фактъ, что, 
если 
мм, и) 


Е 4 59) 


и на то, что 48%(2) всегда слбдуетъ (1), какъ увидимъ, теорема 
объ оквивалентныхь величинахь удивительно аналогичны соответ - 
ствующимт теоремамъ о равнихъ величинахъ 

ТВОРАМА. ВСЯКАЯ ВаЛИЧИНА ЭКВИВАЛРНТНА САМА СВВЗ 
Двиствительно, всегиа 


то 


а потому м м 
ТЕОРЕМА. ВОЛИ 4. = 4, ТО Е А 
Потому что, если 


40 
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ТЕОРЕМА, РАВЯЫн ВБЛИЧИНЫ ЭКВИ?АЛЕ ВТА 
Потому что, есяя М-\ , то 


и слздовачельно 1 271” 

ТЕОРЕМА. ДВВ ВЕЛИЧИЯЧЫ, Э4ВЕВАЛЕНТНЫЯ ТРЕТЬЕЙ, ЭКВИВАЛЕНТНЫ 
у совой. 
Требуэззся доказать, что, если 


и. мм дал м} 
[6:9 


зо и. 
имвемт и 
=-енся 


Влагодаря (1} предзль каждасо чвожитьля въ правой части равень 
; ха | 
эваницз, а потому 1 
© -“, 


те ми 
ТВОРВМА, ПРОИЗВЕДЕНТА СООТВФТСТВЕННО ЭКВИВАЛЗЕТНЫХЬ икожи- 
ТЕЛЬЙ, ЭКВИЗАЛЕНТНЯ. 
Требуется доказать, что эсхи 
они Дей иг 928! и) 
5 
“г нор г $ 2) 
Ям Ве #Ъ 
звенья +6890.) (->) 


Благодаря (1} какдый нножатель гоавой части ве поедвлё ра- 


РеНЪ >ДИНИЦВ, & Потому 


ра 


ЯХЬ ВЗЕЛИЧАНЬ 


ЭЕВИВАЯ 
Фребчет.я похазать что, асл! 


ое рый! (“) 
о & а, 
м <) 
® 
Л %л/ М 
Р-Р) 


Следовательно 


а потому (2) 
ЯЕОРЕМА, СУММЫ ПОЛОХИТЕЛЬНЫХЬ ©5: 
ВЕЛИЧИНУ ЭКВИВАЛЕНТНЫ 


ТВЕННО ЗЕВИБАЛЕНТНЫХТ 


Пусть 
© = ел = р,, ое Р., [69 
гдВ в03 величины положительни. 
Тоебуется показаль, что 
ти, + жал + Л, + *Ль {#2 
Изв ояно в 
№ = 
а, и. {3 
Пусть 
Ща ^^. <) 
< < 
нанченьтае и 
5) 


(3) имбеть поедфломь еди- 
&а (&) зь предфяз тоже рав 


ао единиц а потому изъ (5) 


и, Лик Лах 


мама, ? 


те (2). теорема: доказана. 
Мы зидимь, что основныя 
налъ аналогичны СоОтЬВтОтВуОщинЬ 
Подобно савнымя в=личиканх, СкЯ8, 
ния вэличины, 


зАзныхъ величи- 


ХФ ЯЗЛИЗИНЫХЬ 
ина экзия 
я. Поянийщая 
ачалог1я нарушается только в 


МОЖНО «ОлДЬКо ПОЛОЖИ 


злодывать 
вельныя. Бычитагь 
Э убв 
эть < бевконачно учяляется Имфемь 


и) (+) -4 


А, 


ленания 
эквивалент 
ИТЬСЯ на сяВдуюн 


я 
$ поямр8 


Въ этом м 


пилки 52. №4 и 


т» {9} 
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Ясли бы эквивалентняя величаны зожно было бы вн 
изв (1) и(2) мь имфли бы, что 
Чи - = 2%, 


чать, то 


3 е имбли бы, что 


Зиляк 36 _Д 
хо 
Въ дёйзтвительности же, примфняя правило Лопитэля, наидемъ, 
Ч" фо о 
р хх 


Слзповательно, вычттан1е эчвивалентныхь величи:ь уожете не 
ДАТЬ эквизалентныхь ВалИчиНЬ 

Необходимо отыфжить слфдующую теорему, аналовичной котооои 
НВТЪ ВЪ Чеорти равныхь вВеличинт, 

ТВОРЕМА, ВЕЛИЧИНА, ПРОМЕЖУТОЧНАЯ нвиДУ ДВУМЯ ЭКВУВАЛЕНТНЫ- 
МИ ВЕЛИЧИНАМИ, ЭКЗИВАЛЕНТНА ЭТИМЪ ВЕЛИЧИНАМЪ. 

Пусть * промежуточная величина между двумя велачинами хи 
4 ‚ причемъ извзстно, что 

х=ч | 


Требуется доказоть, что 


Ем (8) 
величину %  какъ промежуточную между х, и 4, мы ножемъ 
1рецстазтть в$ Рэкомъ видь 
=%+9(4-=), 
сиё 049<4, а потому 
Я 4.0 - 
Благодаря (1), чножитель пои @ вг предёлз оввенъ нулю 0бл%- 


доватэль то’ Е 
Арк, и _А 


4 т9008ны» докозана. Этои теобемой чото тгриходитоя пользоваться 
для установлен! я Эзчеал 


сти раз зматривазмихь ВЗлИЧиНУ, 


НОЯБЕНО УНАЛЯСНИХСЯ, 


ЛВРАНН ПРИЛНИЙ в ИОЧИЗЛАНТЯ 


Скан 


ентная эзлччиие чоруч Лон конечауо звла- 
и бевко- 
я р величин 

поэдвлу, Ссобаго знямантя по 
< заслуживазть 2ъ ея приложен1а къ-без- 
ноя зэличинем“я, Ножно даже оказать, это 3$ Ан 


# мову 


БЯНЫХЕ 


иооЬ 
чят1в объ э5зирая 


КЬ К 


хонечно умаляя 
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Лиз э<«вивалеятныя величины разсматриваются почем исключительно 
только безконечно умаляюияся величины, относительно которыхь 
иметь м%ото ‘первый приннипь исчислеи!я бэзконечно умаляющяхся 
Тачь называется слётующая теорема: ` 

ПРИ ВЫЧИСЛЕНТИ ПРЕДВЛА ОТНОЧЕВНТЯ БЕЗКОВЕЧНО УМАЛЯЮЩИХСЯ ВВ- 
ЛИЧИНЬ МОЖНО КАЖДЫЙ ЕЕЗКОНВЧНО УМАНЯЮЩТИСЯ УНОЖИТСЛЬ ЗАИЗНЯТЬ 
ЗЕВРВАЛЕНТНСЙ Выу ВЕЛИЧИНОЙ. 


Пусть №, <, № м безконечло умаляюв1яся величины. 
Трабузтся доказать, что, еслв 
ее, Ан... рег, 
да  ЛиыАр ми 6) 


(а 


. В5 г 
уе) ее) (55 
Блародаця (1), всё множители правои части, кроьВ порваго, въ 


предёл8 равны едчниц®, а потому иыфемъ (2). Пр 
Этоть ПРРНЦИПЪ ииВль большое знач 


инф доказан. 
5:2 пои началВ развит1я 
Анализа, но теперь и4ъ пользуются чрезвичайно рьдко. Опнако 


очень часто, благодаря эму, сильго сокрещеютоя вычаслеч1я. Дока- 
жемъ лемму- 


ЕСЛИ ^_ ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЕТСЯ, 1О 
СХ 2 ух. 2, иладлиа = ола зь (3) 


Въ самом две, примёняя правило Лопитаня, легко найщемъ 
что 
феи, м = бе бр ви д 


а потому (3} . 
[тсть теперь требузтоя вычистить тредёль выраженая 


Ы 
ЗЕ Вл У ПУ 


_3 м 
Я до бе“ 
при и о 
По” безлонечномъ зпзрастьнти и. ареуъейты вофх Функнти 
безковечно умаляются Не зы видфли что ести <х беззонетно ум» 
дается, "о 
ЗиииХ № 25 вла или ебля 2 8. 


|оэтому, вамфняя, погласпо локаванному приздичу  кажду’ 
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функцтю эквивалентныыь ей аргументомъ, находим, ято 
В 
Ди, доз ми, би: дик, — м ИУ — № 
= по ЕЯ м 5 
ее ки Г НИЧЕ 


Задачи. 1) Показать, что 


мм .% фи бд вл, С) фи, бла, с Л 
+0. 3 Язь 5? 3-0 За (6) & > 3-0 оля 8, 


т 


2) Показать, зто, ®сли 3 безконечно умаляется, то 
1 = 
3 - миль 22 =, ел ых , 4-ю * =. нех; 22.3 


ПРЕДФЛЬНО-РАВНЫЯ ВЕЛИЧИНЫ. 


Йнятае объ этикф величинахь вводимъ съ помощью олёдующаго 
опредвлен1я* 
ВЕЛВЧИНА НАВЫВАЕТСЯ ПРЕДЖЛЬНО-РАВНОИ ВЕЛИЧИН ^^ , ВОЛИ 
ПРЕДЬЛЬ РАЗНОСТИ и-\” РАВЕНБ НУЛИ. 
ЧТОЕЫ ПОКАЗАТЬ, ЧТО ‘М. ПРЕДЖЛЬНО-РАВНО \^ ВУДЕМЪ ПИСАТЬ ТАКЪ 
мт, . 
470 ЧИТАЕТСЯ ТАКЪ ^^ ПРЕДФЛЬНО-РАВНО %*} 
СЯВДОВАЧЕЛЬНО, ЕСЛИ 
м-м, (4) 
то 
би ито (2 
ОБРАТНО, И3$ (5) СЛЗДУВТЬ (4). 
Имфенъ слёдующая, почти очевидныя ‚ теоремы 
ТЕОРЕМА, ЕСЛИ Меч ‚то \ам 
Потому ‘что, если 


Фили, (5) =0 


„Чик, (дед = 
АВОРЕМА. ДВЗ. ВЕЛИЧИНН, ПРЕД®ЛЬНО-РАВНИЯ ТРАТЬВЙ, ПРЕДВЛЬ- 

Н0-РАВНЫ МЕЖДУ СОВОЙ, 
Пусть 

м. =\м м-м [6] 
Требуется дохазать, что 

за <) 

изъ (1) слёдуеть, что 


*) “Знанъ де = `#6 чуъвть обчезфизнаннало, разъ навсезтов установ 
лвннато' знаизы1я. Ямъ зодьзуятся для. саныхъ фазнобовазнихь Цех 
48й 
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фе слом ао, Ди (ум) 9 


Но 


ма (м м) - (7-м), 


а потому 
филм. (и. 9 =0, 
те м=а\т , 

ТЕОРЕНА, НАРЕМЗЕНАЯ ВЕЛИЧИНА ПРЕДЗЛЬНО-РАВНА СВОЕМУ ПРЕДВ- 

Лу, ИСЛи ОНЪ СУЩЕСТВУЕТЬ, 
Потому что, эрли Фелолиь © . 
то бы (м-е )=0 и, олёдовательно, ие, 

Для правильнаго пониманая этой теорёкы необхоцимо имёть въ 
виду что величины могуть бить преавльно-равными и въ то же 
вречя ка ичЁть предВла. Такъ, ноПр., пуоть 

Ц име 

В ме, 
я пусть х. безконочно возрастаеть. "Ракъ какъ въ такоиъ случай 
зем не стремится чи къ какому предёлу, то Чи * не вывютъ пре- 
&ёла. Но 


4 
=. 


=-4 
фа Ч = 


1+ слёдовательно Х=ч . 

Такимъ образомъ, величины, будучи предёльно-разными, мо- 
ГУТЪ из иыёть предёла. 

Во если величина имветъ предВль, то ова тредёльно-равиа 


а потому 


ТЕОРЕМА ОВЪ ЭЕВИВАЛЕНТНОСТН. 


Строго повора, вов величины, котозыя Анализъ разоматрива- 
еть по существу конечны. Правда, мы имфенъ два символа безконеч“ 
ных чисель ++ <° п - <, #6 не нёйб забывать, что эти’ символы 
вводятся исключительно только для того, чтобы характеризовать 
взкоторые процессы измёнензя конечныхь величин$. Такъ, напр., 
*9° мы принимаемь за предёль безконечно возрастающей величины. 
Но сама безконечно возрастающая величина, въ течен1е всего про- 
цесса изизнен1я принзмаеть только конечныя значен1я и, 'слёдова- 
тельно, всегдз остается конечной величиной, , 

Точно тахчз и всякая безконечно умаляющаяся величина во 
всяк1й уоменть свозго измёнен1я есть конечная величина. 
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Во въ Анализ очень часто терминЪ „конечная зэличинай по- 
нимаетсоя Нзоколько в иномъ,болфе узкомъ, смысла, 

КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНОЙ `ВЪ ТЗСНОМЪ СМЫСЛВ ВФ АНАЛИЗ НАЗЫВАЮТЪ 
ВСЯКУЮ НЕРЕМЗННУЮ ВЕЛИЧИНУ, ПРИНИМАЮНШУЮ В -ПРОЦЕССВ ИЗМВНЕНТЯ 
ТОЛЬКО ТАКТЯ ЗНАЧОНТЯ, МОДУЛЬ КОТОРЫХЪ БОЛЬШЕ НВКОТСРАРО ОДНСРС 
Й ТОГО НЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНАГО ЧИСЛА И МЕНЬШЕ НЪКОТОРАГО ДРУГОГО По- 
ЛОЖИТЕЛЬНАСО ЧИСЛА. 

Слёдовательно, если и и два какихз-угодно положительных 
числа, поичемъ эл, и если перемёчная величин зокеть поини- 
маль Фолько такая аначен1я, что 

эми <, 
то чы должны сказать, что х, конечная величина. 

Въ дальнфимемь понятае ‚конечная величина" мы будемъ пони- 
вать въ этомъ узкомъ смнслё, Оогласно съ этимь пониман1емъ мы 
уже не можемь называть безконечно возрастающую величину конёч- 
нои величиной, ‘потому что безконечно возрастающая величина не 
только не остается менёе нфкоторой положительной величины, но 
напротивъ, становится и остается болёе всякой впередъ заданной ' 
величины. 

Точно также и безконечно учаляющуюся величину ма не им%- 
емъ уже права навывать конечнои величиной, потому что модуль 
безконечно умаляющейся величины не только не остается болёе иЁ- 
которой положительной величины, но, напротивъ, какую бы мы ке 
взяды положительнуй взличину "\., модуль безконечно умазяющенся 
величины всегда становится менёе \\, Вообще оогласно введенно- 
му опредфлензю , КОНЕЧНАЯ ВВЛИЧИНА БЕ МОЯЕТЪ ВЫТЬ На ВЕЗКОНВЧНО 
УМАЛЯЮЩЕЙСЯ, НИ БЕЗКОНЕЧНО ВОЗРАСТАЮЩЕЙ . 

Мы теперь докажемъ теорему, которую назовемъ зеоремоР объ 
эквивалентности, потому что, ‘опираясь на нее очень часто можно 
легко и просто установить эквязалентность разоматриваемихь ве- 
личинЪъ. Предварительно замфтимь, что безконечно умаляющуяея вё- 
личИнНы ‘обыкновенно представляются въ вид произвелеч1я- 

дк 
Зезконечно умаляющагобя множителя х кл ного 
Этотъ множитель мы буденъ назыяать факторомъ. 

Въ иннхъ случаяхь факторь тобе безколечно умаляется. Но 
обычно онз`является конечннмь, такз что предёль его ве ножетъ 
равняться ни купе, ни безконечностя. 

ТЕОРЕМА ОЕ, ЭЗВИВАЛЕНТНОСТИ. ЕСЖИ 85 ПРОИЗВЕДЕНИИ д% 


множитель К 
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КОНЕЧНАРО ФАКТОРА № НА ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩЕЙСЯ МНОЖИТЕЛЬ ® ЗА- 
УВЕЛИ КОНЕЧНЫЙ ФАКТОРЪ ПРЕДЗЛЬНО РАВНОЙ ЕМУ ВЕЛИЧИНОЙ Л, А 
ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩТИСЯ МНОЖИТЕЛЬ ЭКВИВАЛЕНТНОЙ ЕМУ ВЕЛИЧИНОЙ % 
20 ПОЛУЧИМ ПРОИЗВЕДЕНТЕ ый, 


ЭКВИВАЛЕНТНОЕ ДАННОМУ ПРОИЗВЕДЕНТЮ. 
Требуется доказать, что, если 

д=М =а, и) 
ы Ла = Ма (.) 
Замачая, 470 


Л4 _ л+(-М а 


Л — Ро х 
ичземъ й 3) 
л+ Ф-Л} % { 
Ла - (1+ ^ }-=- 
Изъ (1) слёнуеть, что , 
д ла =0, Я-А 


Кром& того, по условаю, Ф въ предёлЁ не обращается въ нуль 


СлВдовательно й вы 
ЗА, Уа =4, 


и тзорема доказана. 
ОтмВтимЪъ два частныхь случаяеяТакъ какъ зсякая величина 
поедТльно равча себй, ‘го имЗемъ 
Лк> Ла 
Принимая ж8 Во внимеНае, что 02>=«, заключаемъ, что 


димы 


ВЕЗКОНЬЧНО ТОНКАЯ ПОЛОСА. 


Пусть м пяощащь полосн, ограниченнои двумя коивыми и двумя 
а паралдельничи прямыми АМ и @® , дли 
на которнхь соотвётствеяно обозначимъ 
чэрезъ бе. Пусть Й. . разотоянае 
мехду этими прямыми. Мы будемъ называть 
и. шириной полоски м. Воли К. безконеч= 
но умаляется, то’ площадь полоски тоже 
базконечьо умаляется. Такую полоску, Т.е. всякую полоску, пири- 


— 
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на которои безконечно умаляется, назовехъ безконечно-тонком по- 
лоскои. ‚Правильн%е ее было бы называть безконечно-утончаюцеися 
Длину $ всякой прямой, параллельной бокамь полоски ‚ проходящеи 
по полоскВ назовемъ длинои полоски. Олфдовательно, длина безко- 
нечно-тонкои полоски не есть вполнв опредёленная велнчииа.` Чех- 
ду прочимъ Ги могуть быть приняты за длины разсматриваемои 
полоски, Въ точкахь Л, ‚© ,% построимъ перпендикуляры 
къ бокам нолосы.Получииь прямоугольники © ®% и ААЭЯ' 
площади которыхф обозцачимь черезъ № и ли”. Ичфенъ 
пи №. 96" ма АЯ" 

всли № безконечно умаляется, то геометрическя очевидно, что 
Е ‚А, Саи { предельно-равны между бобои, & пото!у по 


теоремВ объ эквивалентности, 
дар ал, 2 


и такъ какъ м < м <, 10 
дл = В. 

Получаем» теорему. площадь безконечно тонкой полоски экви- 
валентна произведен1ю длины ея н> ширину. 

бладовательно- съ точки зрён1я эквизалентности площадь без 
конечно тонкой полоски можно разсматривать, какъ площадь прямо- 
угольника. Этотъ результать вполнф совпадаетъ съ нашимъ грубымъ 
представлентемь- 


ВЕЗКОНЕЧНО ТОНКТИ СиКтОРЪ. 


Пусть \ - площадь секторе А круга радзуса № . Через® 


В $ обозначичь длину дуги Л® , черезь © 


уголь сектора. 
д Ясно, что 3 во столько разъ меньше длины 


всеи окружности, во сколько < меньше 9$. 
Также очевидно, что отношенте плочади 
сектора къ площади круга равно отноментю угла 
сектора къ полному углу. Олфковательно, ине аъ” 


ы ей ^^. __% 
ря ат 9 тая 


а потому 


51% 74 (41 


2 


Эти формулн показываютъ, что 


Длина дуги окружности равна произведен1ю разлуса на уРолЪ, 
стягиваемый дугою. 
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Площадь круговаго оектора равна половин произведентя. 
квадрата радфуса ва уголь сектора. 
Изъ(1) не трудно вывести что 

А 
СЫ 


(9. 


Следовательно, илощадь круговаго сектора ровна половинв 
произведензя радзуса на дугу сектора. 

Мы видимъ, что формулу (2} можно истолковать такъ съ хо 
ки зрён1я вичноленая площади круговой секторъ можно разсматри- 
вать какъ треугольнякъ, вчсотою котораго служить рад1усь, осно 
вантемъ же дуга сэктора, 

Перейдемъ къ такъ назмваемнмь кривымъ секторемъ. 

Пусть 9Я аъкоя- нибувь кривля Изъ точки О проведемъ 
4 въ точки А и % два рад:уса-вектора * и 
©" уголь чежду которыми пусть равенъ ®. 
назовемъ вривимт сокторокъ. 
„Площадь эго обозначим: черезъ мм... Воли & 
безгонечно учаляется, то м. тоже безконечно 


уналяется, 

Волк! и оад1усъ-векторь 4% любой точки С лежащеи на кри- 
вон между точками А и № , буде4ь називоть безразлично радау- 
соиъ наизго сектора 

Вичислимь, чему эквивалентна площадь 1 

изъ 0, кокз изъ центра, описнваемъ дуги ЛЯ и №. А! соот 
взтотвенно радзусами Чит“ Получимъ круровыя секторы дом 
д М0 , плопади которнхь обозначемь черезъ Ми м, . Геомет- 
рическя очевидно, что 


имя м (3) 
Кром& того согласно съ (1) имбемъ 
= мА (4) 
Во геометрически язно что, если и? безконеччс умалязтея го 
4% Ы 
уй = 


Поэтому изъ (4) зачлочаемъ, что 
я Аа 
Е р [2 
Топерь изъ(3) слёлуеть, что 


получазяь теорему 
Наощедь безконечно умаляющарося кривого сектора эквива- 
ленана половин произвзденая-ёго рад1фуоа на евро уроле. 

Слядовательно, съ точки зр®н1я, эквивалентности  площая 
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всякаго безконечно умаляющагося кривого сектора мокно разсмат- 
ривать какъ площадь кругового сектора. 

ГЛАВА У[{. ИНТЕГРАЛЬНЫЯ СУМЫЫ. ВТОРОР ПРИНЧЦИЦЪ ИСЧРСЛЕНТЯ 
ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩИХСЯ ВЕЛЯЧИНЪ. 


Къ нахожценаю предЪловъ суммъ безконечно уналяющихся ола- 
гаемыхь въ безконечно возрастающемъ числ приводится безчислен- 
ное множество задачь, а именно всё задачи о вычисленти площа- 
ден, длинъ, поверхностей, объечовь и т.д Это повело къ уста- 
новлен!ю весьма широкаго понятзя объ опредёленномъ интеграл. * } 


ОПРЕДЗЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЪ. 


ОПРЕДЗЛЕДННИЬ ИНТЕГРАЛОМЪ ВЪ САМОНФ НИРОКО4$ СИНСЛВ НАЗи- 
ВАЕТСЯ ПРЕДВИЪ ВСЯКОЙ СУММЫ ЗЕЗЖОНЕЧНО УЧАЛЯЮЩИХОЯ СЛАГАВМЫХЬ 
ВЪ ВЕЗКОНИЧНО ВОЗРАСТАЗЩЕМЪ ЧИСП®. 

ВСЯКУЮ СУМЫУ, ЧИСЛО СЛАГАЕМЫХЬ КОТОРОИ ВЕЗКОНЕЧНО вОЗРА- 
СТАВТЬ, ВЪ ТО ВРЕМЯ КАКЪ САМИ СЛАГАЕМЫЯ РЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЗТСЯ, 
НАЗЫВАЮТ ИНТЕПРАЛЬНОЙ СУММОЙ 

СЛЕДОВАТЕЛЬНО, ВСЯХТИ. ОПРЕДФЛЯННЫЙ ИНТЕГРАЛЬ ВОТЬ ПРЕД®1 
НЗКОТОРОИ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СУНУЫ. 

ОБЫЧНО ВСЯКАЯ ИНТЕГРАЛЬНАЯ СУМЫА |? ПРЕДСТАВЛЯЕТСЯ В2 ВЕДЯ 
СУММЫ ТИША` 

в=Л а =, + Л, в, + Ли 

Т.В. КАБДОВ СЛАГАБМОЕ ПРЕДСТАВЛЯЕТСЯ $ ВИД® ПРОИЗВЕДЕНТЯ ДВУХЪ 
МНОЖИТЕЛЕЙ: -ВЪ СВОЕЙ СОВОКУПНОСТИ ЗРИ МНОЖИТЕЛИ РАСПАДАЮТСЯ чА 
ДВВ СИСТЕМЫ: ВА СИСТЕМУ ВЕЛИЧИНУ 

& &, «<, <, 
КОТОРНЯ МЫ БУДЕМЪ НАЗЫЗАТЬ ЭЛЕМЕНТАМИ ИНТЕГРАПТИ, и ЧА СУСТЕАУ 
ВЕЛИЧИН 

Ал, Л Л, 
КОТОРЫЯ МЫ НАЗОВЕМЬ ФАКТОРАМИ. 

ПРИ ПЕРЕХОДВ КЪ ПРЕДВЛУ ЧИСЛО СЛАРАЕМЫХЬ 

СТАБТЪ. ПРИ ЭТОМЪ ЭЛЕМЕНТЫ ИНТЕРРАНТИ 

%,, аб ----. ©. 
ВЕЗКОНЕЧЬО УМАЛЯЮТСЯ, БЛАГОДАРЯ ЧЕМУ РЭЗКОНАЧНО Уз 
СЛАГАБМЫЯ ЧТО КЕ КАСАЕТСЯ ФАКТОРОСЪ ^ 


мл, Фи › 


*) на соовьжанав этои злав: объавивь обобов вничанае. 


= 304 - 


тТХОТЯ ВЪ ИНЫХЪ СЛУЧАЯХЬ ОНИ ТОНЕ ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮТСЯ, НО ОВНКНО- 
ВЕННО ОНИ НЕ СТРЕМЯТСЯ БИ НЪ КАКОМУ ПРЕДВЛУ. ОЛЗДОВАТЕЛЬНО, КАЖ 
ДОЕ СЛАРАЕМОВ ИНТЕРРАЛЬНОЙ СУММЫ ПРЕДСТАВЛЯЕТСЯ ВЪ ВИД® ПРОИЗ- 
ВЕДЕНТЯ ФАКТОРА ВА ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩТИСЯ ЭЛЕМЕНТЬ ИБТЕГРАВТИ. 
ВСЛИ МН ЧЕРЕЗЪ ©. ОБОЗБАЧИМЬ ОВЩТЙ ТИПЪ ЭЛЕМЕНТА ИБТЕРРА- 
ЦТИ, А ЧЕРЕЗЪ Л`ОВЩТЙ ТИПЪ ФАКТОРА, ТО СЛАГАЕМЫЯ ИВТЕРРАЛЬНОЙ 
СУММЫ БУДУТЬ ТИПА Л“. , А ПОТОМУ ЭТУ СУММУ МЫ МОЖЕМ ОБОЗНАЧИТЬ 


ТАКЪ: У лк 
› 


ЧТО НАДО ЧИТАТЬ ТАКЪ СУММА СЛАПАЕМЫХЬ ТИПА 8%. 
ВЪ ТАКОМЪ СЛУЧАЗ ПРЕДВЛЬ Этой СУММЫ, Т.П. ИНТЕРРАЛЪ, 080- 
ЗНАЧАЕТСЯ ТАКЪ 
ла, 


ПРИЧЕМЪ У ЗНАКА ИНТЕЕРАЛА ЧАСТО ПРИПИСЫВАЗТЪ РАЗЛИЧНЫЕ СИМВОЛН, 
ЯМВЮЩТИ. ЦВЛЬЮ БОЛВЕ ТОЧНОЕ УКАЗАНТЕ НА УСЛОВТЯ ПОЛУЧЕБТЯ 9Т0П0 
ИНТЕГРАЛА. 
`ПРЕДВЛЪ СУММЫ АБСОЛЮТНЫХЪ ВЕЛИЧИНЪ ЭЛЕМЕНТОВЪ "НТЕГРАВТИ, 
Т.В НРЕДЗЛЬ СУММЫ. 
28| = |+ ны. и... #1] 
«Я ВУДЕМЪ БАЗНВАТЬ ОБЛАСТЬЮ ИНТЕГРАНТИ . 

Разсмотримъ, какъ известное намъ понятле объ опредвленномъ 
интеграл подходить подь только’‘что приведенное болВе широкое 
понят е. 

Мы опредфлили опредёленныи интегралъ какъ предёль суммы 

= 1 дл, + [Аз + Вин «Еле @ 
Слатаемия зтой сумин типа 4х ) № или типа ий х ) 4х 

= 7. ей. 


Позтоку-то предёлъ этой оуммы обозначаютъ такъ 
% 
] со д 
с. 
При переходё къ предёлу величины 
о, о, о о 
не стремятся ни кв какимъ предёламъ. Это-факторн сумыь. Но веяи- 
чин 
. ДАзь,, Ах Аж.,....... А 
без‹онечно умаляются. Это - элементы инзеграцти. Предьль суммы 
ихъ абсолютныхе величинь, т.е. предёль сумми. 


А АЦ ес ИА, 


савныи длияё интервала интеговц1и, есть область интеграцли. 


м 


- ъ- 


Стоить только ПОЛОЖИТЬ 
баз Аза 
чтобы ясно ВИДЁТЬ, что сумыа $ есть сумиа типа 
У. л«, 


те. интегральная сумма, 
ВТОРОЙ ПРИНЦИПЪ 


Этотъ принципъ имфеть огромное прилоненте пои вычисленли 
предёловъ интегральных суммъ. Онъ опирается на слёдуюную лемму 

ЛаммА. РСЛИ ВСЪ ФАКТОРЫ ИЛТЕГРАЛЬНОЙ СУММЫ 

ила лан... Ая, 

НЬ СВОЮ ОЧВРЕДЬ БЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮТСЯ, И ВСЛИ ОБЛАСТЬ ИНТЕРРАЦТИ, 
Т.В. ПРЕДФЛЪ СУММЫ. #1%| , КОНЕЧНА ТС ПРЕДАЛ ИНТЕГРАЛЬНОЙ 
СУММЫ РАВЕН НУЛЮ. 

Пусть & - наибольньи модуль @зъ модулеи факторовъ Л, 2. 

‹.Л» Такъ какъ, по услов1ю теорема, въ предёлф веё факторы 
обоажаются въ нуль, то 
филь но. 


зодуль суммы меньше или раве1ь сум} иодулея слогаемьхь. Поэта- 


му. 
[лав] А 

Въ нравой части всф слагаеьяя полонительны. Мы ое увели- 
чимъ, если во% | замзнимь се #.. Получим: 


[74 = м мы |} . 
или, короче, 
[лаз 
Такъ какъ предёльъ суммы Ув конечень и такъ кака ив =9, то 
в, ла. =о 


и лемма доказана. 
ТВОРИМА. ПРИ ВЫЧИСЛЕНТИ ПРЕДЗЛА ИНТЕГРАЛЬНОЙ СУММЫ 0В- 
ЛАСТЬ ИВТЕГРАЦТИ КОТОРОЙ КОНЕЧНА МОЖНО КАЖДИЯ ФАКТОРЪ ВЯ ЗАМЗ- 
НЯТЬ ПРЕДФЛЬНО РАВНОЙ ВЕЛИЧИНОЙ. 
Пусть ‘имземъ дв интегральныхь суммы 
Р=Л я, + Л, Л, 
фра + {па + о 
и предположимъ, что вояк1й Ффакторь Л, предфльно равенъ соотвт- 
ствующему фактору {». Это значить что вой разности 


лг мы № Ла $ 
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безконечно ухаляютыя. Имземъ 

рая А-а д рт о. Сб 

Въ правои части вов факторы безконечно умаляются, а потому 
по тОЛЬКО ЧТО доказанной лемм®: 


Фи. (в-4)-0 
ей 


Но сумъа а получазтоя изф суниы |9 замзною ея факторовъ А» 
предёльно равными величинами {» : Теорема доказана 

ТЕОРЕМА. ПРЕ ВЫЧИСЛЕНИИ ПРЕДФЛА ИНТЕГРАЛЬНОЙ СУММЫ СЪ КО- 
НЕЧНОЙ ОБЛАСТЬЯ ИНТЕРРАБТИ КАЖДЫЙ ЭЛЕМЕНТЪ ИНТЕГРАЦТИ МОЖНО ЗА- 
ИРНИТЬ ЭКВИВАЛЕНТНОЙ ЕМУ ВЕЛИЧИНОЙ 


Слёдовательно 


Пусть 
фам, + Льв, + Ла, = ки ® 
4-м Ла + Ва, + ЗА“, , а} 
причемь, при вояконь ю чм, и олёдовательно 
9 3} 
ск Я 


Требузтся доказать, что бир = и . Дяя этого перепитемъ 9 


ва, 


Легко видёть, что факторы этои суммы соотвётственно пре- 
ДЕТЬНО равны факторамъ сумны (1) Въ самомъ дёлё: 


< & 
Ли - Ла = Ла (9-4) 
Принимая во вниханте (3), заключаемъ, что 
4 
Ге 
би, (Ак -,) -0 


+ СлБдОВатТе: БНО 


© 
Ве = Ак 
Е2 есла въ{1) и (4) фахторы поедёльно-равны, то, по предыду 
иай в= $ Теорема доказана 


Соединяя эту теорему съ предндущеи въ одну, получазмъ тео- 
рэму, котобуо назотемь вторымъ пранципомъ исчисленая безконечно 
умаляюнщихоя, 


0$ КОНЕЧНОЙ ОБЛАСТЬЮ ИНТЕГРАНТИ МОЖНО ЗАМВНЯТЬ КАЖДЫЙ ФАКТОРЪ 
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ПРЕДЗЪЛЬНО РАВНОЙ ВЕЛИЧИНОЙ А КАМДЫЙ ЭЛЕМАНТЪ ИНТЕГРАНТИ ЭКВИ- 
ВАЛтНТНОЙ ЕМУ ВЕЛИЧИНОЙ. 

Можно сказать, что тохгько блегодаоя этолу принцину возмож 
вЫ #38 безчисленныя поилохен1я Анализа къ геомето1и, механик® 
и физика. 

Какъ частныи случаи доказаннаго принципа, отыётимь тотъ 
случен, когаа воь Факторы въ интегральной суми% 


э.вчы единиц а в3% злементы полокизельны. Тогда получаемъ 
тезрзну: 


ЧРИ ВЫЧИСЛЕНТИ ПРЕЛЗЛА СУММЫ 
Хана нк, +, + и 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХЬ ВЕЗКОНАЧНО УМАЛЯЮЩИХСЯ СЛАГАЕНЫХЬ В БЕЗКОНЕЧНО 
ВОЗРА ЭЩЕМЪ ЧИСЛВ КАЖДОЕ СЛАСАВЫСв УСКНО ЗАНЗНЯТЬ ЭКВИВАЛЕНТ 
БОЙ &Й ВЕЛИЧИНОЙ. 
ВЪ большинотв% курсовф зодЪ вторынъ принципом иочиоленля 
безконНэчно умеляювихся разумзютъ какъ разъ только эту теорему 


Какъ примфръ дохазаннаго поинцииа разомотримь слёхующую 
залачу. Пусть 


А 9 3 —^ ых 
В и чо р 
гдВи-ЦВлое чисто. Слегаеное стоящее на к. иёотё, буде 
‘ . &? ы 
к = 9% ть 


д язно что наибольшимъ олатаемымъ оудэть послёдиез, оавно зы 
Положниь, что “. безконечно возрастветь, и что требуетоя найти 
поедаль сумиы $ 


Очевидно, ч\> пон оезнолечномь возраст 


21и и. число сле- 
раечыхф, равное и. тсхе безжовечно возрастезть, въ то же вре- 
мя ке 


дое слатьемое безконзчно умелязтоя. ‘Но синусъ безконечно 
умаляющейся дуси эквивалентенъ самой дугЪ Олбдовательно, при 
вывисленти предфла суммы $ мя имФемв право занвнить каждий с; - 
нусъ его аргументом, а потому 


ера [рт я Я 


Слздовательно 


: вы решили однимъ почеркомь задачу, которую овшить инымъ пу- 
темъ было бы затруднительно 
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ЕСЛИ ч- 1х), то р 
= Дод бе 
пд 4 обозначаетъ произвольное приращенае независимаго пере- 
мвинаго ©. 

Язъ равенства (1) ясно видно, что дифференн1аль функцли 
есть функц1я двухъ перемённыхь хи 4 , которыя мы можеме 48- 
ывнять независимо другъ оть друга. 

Воли мы заставимь приращен!е 4 безконечно умаляться, то 
очевидно, что въ такомъ/случа8 и дифференцааль функцти становит 
оя тожз.Зезконечно ушаляющеюся величиной. 

ВЪ ДАЛЬНЕЙШЕМ МЫ’ ПОЧФИ ПОСТОЯННО ВУДЕМЪ РАЗСМАТРИВАТЬ ДИФ 
ФЕРЕНЫТАЛЫ НЕЗАВИСИМЫХЬ. ПЕРЕМЗННЫХЬ, А,СЛёДОВАТЕЛЬНО, И ДИФФЕРЕН 
ЦТАЛЫ ФУНКЦТИ,КАКЪ ЕЯЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮНТЯСЯ ВЕЛИЧИНЫ. 

Причина этого заключается въ слёдующемъ если приращенае 
независимаго перемёнкаго безконечно умаляется, то безконечно 
умаляется и приращенте функц1и. Какъ извфстно 


в А. = 


, 
Раздвляя об части равенства на } {= ), получаемъ 


5 
би, Тедв: = 
и слвдовательно 
` Ач Роу Ах, 


1.2. Ау = 41. Имвень теорему нзобкчайнои важности 

ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩЕБСЯ ПРИРАЩЕНТЕ ФУНКИТИ ЭКВИВАЛЕНТНО ДИ- 
ФЕРЕНЦТАЛУ: ФУНКЦТИ. 

Вотъ почему иймзеть такое значенле понятзе о дифференцзала 
при вычислен1и предзловф отношен1И безконечно умаляющихся, а 
также при вычислен1и предфловъ суммъ безконечно умаляющихея сла- 
траемыхь въ безконечно возрастающемъ чиеяё, мы, опираясь не пер- 
зыи и второй принципы, имфемъ право замёнять безконечно умаляю- 
щзяся приращентя функцзи ихъ диРференц:алами. 

Это свойство дифференц?ала исторически и било одвою изъ 
влавийнихь причинъ введенфя понят1я о немъ в науку. 


ПРОСТОЙ ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛФ. 


Опред$теннымь интегралом, какъ было сказано, вообще назы- 
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вается предёль всякой суммы безконечно умаляющихея слагаемнхь 
въ безконенно возрастающемъ числ%, т.е. предёль всякоа инте- 
гральной суммы. 

Въ дальн®ишемъ мы вотрётимся съ примёрами самыхъ. разнооб- 
разныхь опредвленныхь интёгпраловъ. Тотф же. типъ опредёленныхь 
интеграловъ, съ которымъ мы уже знакомы, т.е, опредзленный ин- 
теграль, который обозначается такъ 


4 
Че, 


очень часто, для отличзя отъ другихь тибовъ, называют простымъ 
опредфленнымь интеграломъ или обыкновеннымъ, или опред$леннымь 
интеграломъ оть функцаи одного перемённаго. 

Но въ большинств% случаевъ какъ разъ интепралы этого типа 
называют». коротко опредфленными интегралами, безъ воякаго доба- 
вочнаго прилагательнаго; чаще же всего ихъ назнваютъ просто инте- 
пралами. Что же касается интеграловъ иныхь типовъ, то для нихъ, 
въ отличзе отъ изученныхь нами, вводятъ различные термины 

Вычислен!е интеграловъ оамыхь разнообразныхь Фиповъ приво- 
дится въ кони концовъ къ вычислентю изученныхь нами обыкновен- 
ныхЪ интегралов. Пдэтому теор1я ихъ пр1обрётаетъ огромное зна- 
ченля для всеи математики. 

Иы разбмотримъ еще разЪ нёкоторыя ихъ основчыя своиства, ст 
ЦВлЛЬЮ выяснить ту роль, которую въ ихь теор!и исраетъ понятле 
объ эквивалентныхь величинахь Влагодаря тому пути который бнлт 
нами избранъ для введен!я понят1я объ опредёленномъ интегралз, 
эта роль до сихь порф оставалась въ течи. 

Опредёленныи интеграль | 


сада 
мн опоедвлили какъ предёль слёдуюцеи суммы 
о Ан, Ки > ЕДА, бд би в 
причемъ, при переход зъ предзлу, предполагается, что чиоло про- 
мекуточныхь чисель 5%, безконечно возрастаеть так, что проме- 
жутки между ними безконечно умаляются. 

Этотъ пред%ль, какъ мы вид®ли, не зависить отъ выбора чи- 
селъ НЕ: въ овое время мы убвёдились въ этомъ, исходя изъ чиото 
геометрическихъ осображен1и. Но теперь не трудно видёть, что это 
есть простое олёдствле второго принципа. 

Въ самомь дёл& рядомъ съ стммою`5 разсмотуине лоурую сучау 
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съ инымъ выборомъ чиселъ а . Пусть 


> {оао рвы «НЕОАьх А Ая, 


множители 1 в) и 1 Е к) язаяютоя шаклорами въ сухнизт 
Зи. Разомотоймъ ихь разность: 
ВО-Ае. < 

Такт какъ числа ф я Я. лехагь зъ одномф и томф же интерва- 
(<. , ка } и такъ какъ этотъ интерваль въ предёл8 обра- 
цается въ нуль, то, слёдоватэльно, и оазность 

бе» 
въ `Пред%=$ равна нулю, & потому и рэзность (3) имЗетъ поедёломъ 
нуль. Иными словами это значить, что величеичы 4 { ‹ ) и 1 (8) 
предзльно равны. 

Но если фактовн сумнъ $ из предзльто-равкы, то, согласно 
второму принцилу, суммы 5 и $ имЗютъ одинЪъ и тотъ же предёль 
т.е. предёлъ суммызне зависить отф выбора чиселъ .. 

шы ВИДИМЪ, Что эта независимость есть не что иное какъ про 
стое приложен1е второго принципа, согласно которому предёль ин- 
тегральной суммы не язмВнится, если всё факторы ея мы замё нимъ 
предёльно-равяыми имь величизамя 

Такъ какЪ совершенно безразлачио, какъ выбирать числа 
то мы можемъ сказать, что слагаемыя суммы $ есть. слараемыя 
типа, 


к’ 


} 
42 Ах, 
д потому‘ пинемъ обновное равенство 
Е % 
Дм 5. Те Ах =] аул 
=. 
а. 


ГЛАВА, УГТГ. ГЕОМВТРИЧЕОКТЯ ПРИЛОЖЕНТЯ ОПРЕДЪЛЕННАГО 
ИНТЕРРАЛА. 


Въ эток глав мы разсмотримъ нзкоторыя приложеная спредё- 
тенныхь интеграловъ къ вычислен1ю площадей, длин и объемовъ. 


ПЛОШАДЬ ВЪ ДЕКАРТОВЫХЬ ПРЯМОУРОЛЬНЫХЬ КООРДИНАТАХЪ 


Эту задачу мы.-уже- изслёдовали. Здзсь ны снова разсмотримъ 
ее съ точки зрён1я эквивалентности. 
Пусть трапецзя ограничена сверху кривой, уравненте которой 


=) 


= 1 - 


ДФяниЪ трапецлю на элементерныя полосн 
д \ =” черт. изображена одча такая полоса, пло- 
щадь которои обозначимъ черезь в. Ширина 
этой произвольно взятои полосы равна %® , вы 
“ ы ® сота ея равна 1 (> }. 
Площадь всеи трапен1и равна сушы площадеи всёхь полос 
Если мы предположимъ, что число нолосъ безконечно возрастаетъ 
такъ, что осяованйя ихъ безконечно умаляются, то площадь трапе- 
ц1и бушеть равняться сумм безконечно умаляющихся слараемыхь въ 
безконечно возраотающенъ числ® Согласно второму. приниипу, мя: 
можемь каждое ‘безконечно умаляющееся слагаемое самёнить эквива- 
лентной величиной. Уы видёли; что 
© == че 
Тоэтому, если ^^. площадь трапецли, то 


Ей 
сб ада У оц 


Сладовательно $ 
-{ чае (4) 
С. 


СЕ Ч ртункцзя х.. 
Золи тэперь кривая дана парачетрически уравненляи 


С), чаем) 
то, дёлая вз (1) подотановку я=9(1), найдеиъ, что 
гЕ- 
{2 
“-}, #2 } 


РАВ цих долж“ разсматривать ‚ какъ функцти $. Предвлами ин- 
теграла служать значен1я параметра зъ начальной и конечнойточк® 
кривой. 

Мы видёли, что, если кривая частью лежить выше оси Х, ча- 
стью ниже, № равенство (2) вёегда дабть намъ площадь, пробёгае- 
мую ординатои кривой, но это при условти считать площадь отрица 
тельной, если она пробёгаэтзя отрицательной ординатои 2% положи 
тельномъ надравлен1и, или положительной ординатой въ отрицатель 
ном направяен1и, 


ПЛОЩАДЬ ЭЛЛИНСА. 
Обозначимъ черезть 1х площадь эллинса, уравневле котораго 


4 % 
и -1 
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Для верхнеи половины эллипой 


ч= + в к 


и, чтобы получать всю верхнюю половину эллипоа, 
надо измЕнять х отъ -я. до +б . Поэтому имвемъ 


пе ВЕ 4 


Вычисляемъ неопредёленныи интегралъ. Интегрируя сначала по 
частямъ, послёдовательно находимъ: 


футах - сути + | о = 


Мох -х7 
= Мо + |= 2 а ==. бе = 
= и \ох хе о - М 3 ие, 


а потому , 
ка 
зд =  Ум-т ли «С 


Теперь легко наилемъ, что и-т В 

Нвокоаьхо быстр$е можно вычислить площадь эллипса, если 
представить его уравнен!емъ вЪф параметрической форн%. 

Строииъ на большей оси эллиаса, какъ на дтаметр®, окруж- 
ность. Пусть“ точка пересёчентя этои окружности съ ординатой 
произвольно взятои точки.№ на эдлипсв. Обозначимъ черезъ  уртолъ 
между ооью ординат» и прялои 9 Какъ извзетно изъ аналитиче- 


скои геоуетруи, 
хао-ыи А = Фе 


и, чтобы позуч ть веохною подовану эзлипоа, надо измвнять 4 отъ 
-© де. 19 Протон 


3: чах сад АЕ = 56.1 


я 
Полагая ЗЫ ‚› получимт площадь круга 


ПЛОВАДЬ РИНЕРБОЛЬ 


Пусть ЛА какая-нибудь точка съ 
абсцассой %, лежащая въ нормальномъ 
координатномъ углу на гиперболв, урав 
нен1е которои 

ем 4% _А 


3 ро 
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„эбозначимъ черезъ м площадь фигуры «АЗЛА ‚ гдё 9% - ордина. & 
чек’ Л. ичЗемь 


меч - а 


Инлегрирован1. по частя4ъ даеть 


(ут ба их, 6 Ух 5 - | в === 


а потому 
9, 
Мат дк -ркуз ет — Зе Ч 46 


Сбледевательно 


_ = та 1 У а 


Приложимъ эту фордулу къ регностороннен гипербол уравненте 
которой 


и я 
ИмёЗиь 
А 
дах 2х +) 


Принимая же во вниван1е (2), получаечь 
5 
и ЗБ (ичужт) (3) 
Во ахч еоть площадь треугольника о, 
Поэтому, еслт черезъ $5 обозначинъ площадь фигурн САМ. , то не 


трудно вн; что 
== (е* Уж 1) [< 
Вирезихь х черезь < Прежде всего имзехъ 
—.: я. х 
ж- Утес" 65) 
лтууца олёлуеть, что 
; в» 
ай 


Е 


звобождая чЁвую часть отъ радикала въ знахенателё, пол/Чазм$ 


%5 
% - УЕ -6 <) 
42ъ(5) (8) пнбзнь: 
+95 ВЫ 35 
Хх = = А - — 
я такъ чакъ изъ (2} ч- Ух 4, то 
45° 9% 5 145 
ха 9+ дов -в +) 
=> я ч р 


Лис"® $" 


111 - 


Какь аавЪотно гиперболичесвими синусомъ и косуоомв назы- 


51020 Буюя ФУНЕЕТИ: 
к -я 
ЗИ а , мил РС 


цоэтому разенствь (7) можно пеозписать въ такомъ видё 

=, (95) м вии (93) [9 
даютъ гзометрическое нзображенте для гипер- 
‚ и коммнуса, Эт? ихъ звязь оъ ‘гипеоболой и по- 
причиной ихъ назвен1я. 


Позтроим»ь озоло яачела коордииаль кругъ радлуса единицы. 
Пусть фад1усь 9 наклоненъ подь углом м кф оси 
а) > ля чоординет® точки ЛА нывемъ 


; 
5 ыы мени <3) 
| бобзвачныф черезф 5 птощадь сектооа ЛОЛ, . Такъ 


а потому имемь 
№ = 95С $) ыы (9.5). (19) 


Хы зидимЕ мажду равенствони {8} в(10) любопытную аналогзю. 
В® томз я другомь равенотвв 5 плошедь н8котораго сектора. 


Дубть им 


@ 


м5 косоугольную систему осед координат и пусть 
аловадь и фаруры & ЛАЗ , ограниченной 
верху кривон «А % , уравненЁе которси 


ч= 17, 
/ Я 5 ®  олзва же и справа оодиватами, ^А 
$ „7 К 
й 7 7 и $ сраннихь точекъ кривой. 
// 
р 
Ад 


/ / Иы дёлиме пловадь трапеции 
на элементарныя полосы пояными, 
параллельниии оси орцинать Воли 
ин предположим, что чголо подо- 
сО«Ъ 6350 РЧНС возрастаеть такт, что вс полосы безконзяно 
умвляются, 10 въ такомъ случаБ какт извёстно площадь всякой 
безконечно тонкон полоски ?@.9.5 оквивалентна площади паралле 
лограние, стороны котораго ци Ах. Савдовательно эта площадь 


эквивалентна 
цуимо Ах 


гп © уголф между осями координат а потому 


— 1145 - 
4 4 
аби, мо м К = мило У. 1 Аа 


4 
дк мое] ово 


йиземь ‚сорему площадь кривой тоаненти въ косоугольной 
слотенв координёть виражается формулой: 


дд. Замию | м ое 
| 
очевицно, что, если ® и даны какъ функцти параметра $, зо 
й : 
мн | че 
< 
Примврз Пусть 
3 = и 


уравненте гиперболы, ознесеннон къ своимъ ассинптотань, кекф ьъ 
осям коорцинать сли из$ двухь 
точекь ея Ди 5 абоциосы козо- 
ег Е рыхь о и 6, проведенъ ординати Ло. 
из › 10 для площади м. фигуры 
«АЗ пыенф: 
и офуаь умы ие кыкь 

ЗА ЗАЛАЯ 34 с, = 6? 
гдВ > уголь между есоимитотами 


ЧЛОЖАДЬ ВЪ ПОЛЯРНЫХЬ КООРДИНАТАХЪ, 


Какая он наиъ ни была дана пнощадь, какики бя кривыми ова 
ни баль ограничена, мы всегда нокемъ рэзбить ее на сумму н%- 
сколькихъ криволинейныхь трапец1н. Поэтону, оазъ мы ум . 
тислять площади «риволинейнихь трапен1й, то разстждая теорети- 
чески, т самемъ мы можемь вычислить площадь любой фигуры Но 
лэгко вндфть, Что наскозьке это справедливо теоретически, на 
столько это НЗ всегда осуществимо фактически, Въ самомъ двль, 
формулы для вычисленая криволинейной трапец!и бвли нами выведе- 
НВ въ нрэдноложенти, что кривая отнесена къ Цэкзотозом сиотем® 


овен коорцинать. Но, какъ хорошо извзотно, уравнен1е чривой 
прянимаеть болёе илг менбе’ простои илн сложный видъ въ зависи- 
ности отъ вибора системи координать, и обычно, нескольфо просто 
бнваетъ: уравненте кривои при какои-нибудь одной вполн® спредь- 
ленной системв ‘коорцинать, настолько она принимазть сложную 
форму пре. другой сибземЕ Между поочиамь, очечь иносля хразуя 
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уравновзя «оторняь чрезвачайно просты гъь полярчыхь координа- 
тахъ, нопротизь въ Девартовнхь координатахъ предоставляются 
утразнентямя васьче сложной стоуктури. Бочественно поэтому по- 
ставить сяфиуюную задачу: найти формулу для вычислен1я площадей 
огоаниченняхь кривыми, уравнен1я котоонхь даны в поляонихь ко- 
ординатахъ. 

&рязан ОТНЭСОНа К»› Дэкзрто›имъ координатами, то кои- 

я эозвэнно явлазтся орновнымъ типомъ, &Ь 

29] тралец1и Не 


координать  Шои этой систем коор- 
вся цзлесзобоазнвз за осчовной типь принять ‘пле- 
ямъ сектором 


динать очезива 
щадь фигуры, которую мы назовемъ кри 
Вудзмъ черззъ © и © обозначать полярныя кооокинаты точки 


%= и 


Уз данной кривои ‘Ан предположимъ, что эта кривая пеое- 

сёкзется зоякичь радтусоме-взкторомъ Только въ ОБНОм ТОЧЕК 

2.3. позяполокинь, что х одиззначная функи!я © ‚„ боозначимь 

з= А 14 начальную в конечвую точки кривой “ пусть ( “., 
(> ) полярння оордннады чхь. Слёдовьтельно 
чад, &=4(9%) 


Я СОзДИнНИмЬ ТОЧКИ 4 и $ прямыми съ полюсомъ 9 . 


2с получичь фигуру «ДО $8 , осоаниченкую съ двухь сторонз от - 
Взкоми прямыхь, 04 и 0% ‚› & СЪ третьей стороны канаой кразой 


45 Эту фигуоу мя назовем коивымь секторонъ и обозначимь 


его нлошадь 

зичислен1я этой площади 4ы позгучимъ совершенно 
какъ поступали пря вычислен1и криволинейной 
эчЪ сь того, что ичзжду почками А, и о вотавяя- 


эаъ произвольный рядъ точекъ Л№., №... 
А. М число которыхь потомъ бу- 
демъ безконечно увеличивать тавь чтобы 
оззстоян1я махду ними безконзчно унвля- 
лизь ВсЁ эти промежужочныя “очки соеди- 
чяечь поячами съ полюсочь @ благодаря чему данная плонадьй 
разобьется на части, которыя мы назовемъ элэмэнтарными секто- 
рфальными полосами Одновременно съ безконечинчь возрастанемя 
зочекъ Л оудеть безконечно возрастать я число секторфальныхь 
подоеъ, поичемъ злощави чхь будуть безхонечно умаляться Пре- 
НТОрЛЫХЕ ПОЛО“Ъ дазть плошащь сек- 


ЕВЛЪ СУМЫ ВОВхЪ этихе ЭлЭ 
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това 40% . 

Оббовначиыь чзрэзъ 
оо, м, ид 

полярные ураы точек Л, ЛЬ м, М, Пусоь 
`., “ *, - 

будуть ихъ раллуон-вакторн. Ся ьеобие 


20 озктора ЖА, 
ы ЭкЗнзОлеНеНе 
4 


9, 
Ач», 


а потому 
их В, естле, [2 

чл. - ых лора Но Ао, - |& ой» 

Получаз4ь т } р 

КООРЦИНАТАХЕ БЫРАЖАЯА СЯ ФОРНУЛОЙ; 


ДЗ &, и. ПОЛЯРНЫЕ УРЛЫ КРАЙНИХЪЬ РАДТУО-ЬЪ-ВЕКТОРОВЪ СИКТО 
Отевнано, 


ЬА. 

чака замкнутымь 

Ъ 0<0ло полюса, то наао пр 
$, -ь +9, 

гв >, полярный угочъ произвольно выбранной точки 

зонтура. 


4:0 эсла данная площадь м. огран 


зять 


Виводемь такъ навывавмий дифференнйаль площади вь поляо- 
ннхз координатехь. Пусть М перень 


нная 
= хочка на данной кривой в пусть би > 
®я полярныя координаты, Воли теперь 
2 эрезъ м ооозначииф плопадь сектора 
© ы АО то по докезьннону 
Е (. 
5 |= о 


« подону. 


ол. - 4 ЗА АА. 


Это ревеясчво даеть такъ назнвазний дифреронифаль пчоцади 
зъ лолярняху возрдинатахь 


Какь примфрь; вычислямт илощадь м Части Олл 
Варнулли, уравнензе которой 


4. © 99. 


скаты 


д Я ы * 
т 
мед чае надо = * 


лЕовалельно, пломадь всэи азтли равна о 


ДЛИНА КРИВОЙ ЛИН 


Ирк измЗрен1н отрёзковъ прямыхь ЛРН1Й мя опираемся из прав 
ПИНл НАЛОЖЕНТЯ, № ИНЗЕНО, вябравъ такъ называзмую единик” мы@ры, 
ин омотоимь, околько 1 каказть частей ея упожится въ изыёряеном® 
прямой. 

весла 


хзлазмъ триломить ь- азы8ре- 
чаеися съ не-преололимние 
акти отр®зокъ прямой, хотя и можеть 
2% , дугой Кокзой лна1еН одну или насно 
Ее и 


ко общихь точек® 
Экэть совпажать съ нею возын точками. СлАдова- 
зальмо, по существу, никакая дуга 


Е МО%ЗтЕ бЫТЬ изывре- 
з> ничзвимь отрёзкомъ прямой, потому что такоз изызрен1а пред- 


поларъетЪъ зозможность налонен1я. Чтоб позодол ЪРЬ Это затрунне- 
13, ци прздварителена должня пать такоз опредфлен 


Е 


вяя дания 


вривыхь лин1и, которое дало 6 возможность зравнизаяь отрёзки 


аряинхь сь дугами конвыхъ, яз ариобрая къ матоду нал 


н1я.Токаа 


12 напраживаетоя само собой. Ёзни ченх ды хахая-ние 
я лянтя, то мы = 
этомъ, ЧЁНЪ меньше звэнья 
анемь прейставяении эть 


ЗНИЗЬЕЬ 


воЁ,`въ которую она вписана... 
ну кризой какъ предёль длинн впис в вной лини, 
Въ прэдиоложеньч, что часло стороны ея безконэчно зоеразтает® 


такъ, 410 208 звэнья безконечно умаляются. Однако очевидно, что 
это опредвя Зудетъ имфть змнолф тольчо тогца иогна предза- 
рительно мы докажемъ, что длина ломанной лини воэгда имзе 
окинь и тоть же пведёль, по какому бы вавону не возразевло чи- 
сло эя звеньевъ, ‘лишь бы оки безаонечно умахялясь, Зпираясь н% 
свойоззь опредфленньго интесраль, это доказать но трудно. Мало 
того, въяъ увидинь, это доказательство въ то че время намъ лё- 
этъ и формулу аля вычислея1я длины дуг кравыхь дин 
Пусть намъ дана кривая А% уравненля ко“орой 
ха, ца (Е) 


птичемь зачальной 4 конечном точкамфъ 27я СООлЕ®ТотвУЮРЪ ЗААЧЕН1Я4 
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пвраметра ©, „ТГ, Вудвмъ  окподалань, что $, < 1 
Между точками А и $ вотавляемя ряд® пром 
чекь №, М, №, „М, котория возины 
гомъ хордами, Воли черезъ" В, обознычимь плину 
щей точку А, $Ъ ТОЧКОЙ №. то ато будуть хор 
( . вь совокупности он образуют» лол 


фа 


зЪ данную кривую. Нусть з дянна ея п 


НЫ№р 29° 
33 дру- 
Зоединню- 


р 


иуо ликтю, вяовнную 


ннетра. 


Обозначинь черезъ Х.й Ч.координаты точки ЛК, чеоезь То 
соотвётотвующее значен1е параметра. бла; 
са 


ЗНБНО 


к= 


\ 
= 
По формуль аналитической гвометрт 


р ео че 


Чо, п? теозеы Лагранжа, 
бы. ча) 46.) = СкнсЕ Я 41, 

Ун)- 4СЯ СР, 
гд8 ки, неизвёотныя похъ величины, промэ- 
жуточныя между {я кал»  Правниая же. во вивианфе, я * вов ув- 
нобти „г, положительна, позому что $ <, мы ныванъ 

в ее аг 

йа слздовательно 


Я 
= м А + й 
3-74) Ученые А+. га 
& 
Нериметръ ломаннои вычлолеяъ. Предположим теперь, чт 
звеньевъ ея безконечно воврастаеть Такъ ,5тО каждое авенс безюс- 


нечно умалязтся. Это значить, ‘что ны безконечно увеличиразиь чи 
сло чнеель №, ‚ промежргочныхь между ©.н Т, поитоиь увелечива- 
емъ такъ, что наибольв1й промехутокъ между нныа безколечно уна- 
ляется. Въ такомф случа очевидно, что суима $ есть хнзогральная 
сумма типа 


Л А, 
Эзо становится зполнф яоныиъ, если 


в 


Слёдовательно, при вычислэнти предёла этой сумнн 
дый Факторъ зя Лк амвиить преяёльис-раз 
Пусть ‚ ПООИЗВОЛЬНО ВЗЯТая величина в% 


Я ПУСТЬ 
532 


‹ рЭЭнОсть 


Разносзь Л„-{ , 
ке К о 
Уч ам. Уча 
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очевидно, въ проэдёнв равна нулю, потому что числа 3, ‚Зе 
лежать въ одном томь хе интервале (№, }, длина ьотораго 
>ъ предёлЕ равна Ё ОБА, ьно, {„ предёльно-равно Л... 
Занёняя ие въ (4) к лвно-равной эму величичой, 
мы заключаемь, что 


В. 9 = ул ЕЙ + чт А 


2. | чех 9 ах а 


Такиыъ обризон 
отвенный рпох 
мочемъ ввестя сл 

ТАКЪ КАКЪ, 
НАННОЙ ЛИНТИ, РПИОА 


казеваетсь ‚) ЧО величина $ иНфозъ эдин- 


енный проэдзль. Занётивъ это, ин геперь 


= 
Е 
[2 
я 
за 
ра 
|5 


НТИ ЧИСЛА ЗВЕЯЬСВЪ ЛО- 

ОЙ ВЪ ДАНЕУЮ КРИВУЮ, ПЕРИМЕТР ВЯ СТРЕМИТ- 

СЯ КЪ  ДИНОТВВАНОМЯ ПРЕДЗЛУ, ВЕЛИЧИНА КОТО- 

РАГО НЫ ЗАВИСВТЪ ОТ ТОП ВОЗРАСТАНТЬ ЧПОЛО 

ЗВЕНЬЕВЪ, ЛИШЬ БЫ ТОЛЬКО ЧАЯ, Я5Ъ НИХЬ ВЬ ПРЕДВЛ® ОВРАШАЛОСЬ 

85 НУЛЬ, ТО ЭТОТЪ ПРЕДФЛЪ ПЕРИМВТРА УСЛОВИМСЯ НАЗЫВАТЬ ДЛИНОЮ 
ЕРИВОЙ, 


Согласно этому опредфнен!ю, эсли мы черезъ 5 озозначимь 
г” А\, то въ т, что 
5- | УЕ ть 8 

-„ 
Замёчая из, что 

ик, = ч (6) , ве УЕ) 
МЫ ПОЗУЧАФУЪ 139008 

ВОЛЯ КРИВАЯ ДАНА ПАРАЖЕТРИЧЕСКИ, И ВОЛИ 8 ДАНЬ 9 ДУГИ, 50- 

ТСРУЗ ый ПОЛУЧИМ, „ЗЗИЗЕЯЯ_ "ПАРАМЕТР от <, до Т, №, ПРА 
УСловти, 910 1,< у 


дДЕиН 


ГАЗ СХ р М ФУНАШШИ ПАРАМЕТРА 
Отыфтимь частный случай. Яоли привая дана ур 
тазф что параметрочь служить х и если $ длин охорую 
получимь, азыйняя г от 3%, до С ‚ то, как лерко ряйть, 
$= | Вы Чи 
7 
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севу производная отъ м по д, 

Опираясь на полученны’ оезультеть, мн можемь доказать олё- 
дующую тзорему: - 

ПРЕДЕЛЬ ОТНОЩЕН!Я БЕЗХОНАУНО УНАЛЯЮЩЕИСЯ ДУГИ Кр ЕЯ ХО! 
РАБЕНЪ ВЛИНИЦЕ 

Пусть «№ и № дв точки на ьойзоч 


м, \= [6 че} = 9". <} 
т Форда, согласно {3} 
а 
7 дуга ЖК - | “Ч (Ех 


Примбняя #э теобему о среднемъ значенги изтегоала, и4бемъ; 


дуга я ВФ) Уч 


‘ 
Гд8 \. НЗкотороз число, промежуточное между ф и . Вычяолязиь 
длину хордн «М ЛЕ Примрияя те009ы? Лагранка, послздовательно 


находииъ: 


хорда Ме (6-х + 9) 


& 


с 


‘ 
5% в, иззервай (т, 


дуга 5%, Ль _ Ув о) 4% 
зорда АЕ Уч о «4 СТ 


< В: АЗ: 


Переховимь ит праха 
блякаэтоя къ №. В пре; 
& › в потому 


ОЕВИВа- 


привон 4® 


дифферевц1аль дуги, Возьнемь в 
{х 4 ` & ) и пусть теперь 


гдф А начало оточета дугъ Очевидно ч4о 5 


онкура 5 = (чех 


= 128 - 


что даетъ хорошо извфстную формулу 
для = ой дл 
®сли же мы, полагая 
= изм ЩЕ о 
парэйдемъ оть Декартовыхь хоординатъ къ полярнымъ, то, замёчая, 
что бо. эовъю о - ии 6 блю 
м 2омо + бу око 
да ол влад 


ПОЛУЧИМ 


ПРИМЗРЫ ВЫЧИСЛЕНТЯ ДУГЬ КРИВЫХЬ, 


Дуга циклоиды Изъ уравнентя циклоиды 
Х=а (% -эмА) $ =а.(4-658), 


мы находимъ 
Ч. (А — 5) А 5% = оли А 9х 


дл щоб (4 5" Ао Е ря 
Чтобыя получиль основную вётрь ЦИКЛОиДЫ, МЫ ПОЛЖНЫ ИЗМёНЯТЬ 
параметрь ® от, до ®Г , а потому длико этог втви циклоиды 


равне` я ах 
рт ЕЕ 
со о и 
Дуг? а са. Обозначииь черезъ $ дугу АМ, 248 № под- 
вижная точка ра эллшоф, уравнен1е котораго 
= ч* 
я -\ и) 


И“ Гели х абоцисса точки Л№ , то инфемъ 
© ка 
= Зы * = | 4 “ 
к  созтак- Али в 


ренцируя (1), находимъ 


Даб 
о 9% = __ Па 
ол 6% д ч 
3 

& потоьу 

Ч 9. фа а 
й о 6 
И я ^^ 


Пусть © резстояльз фокусь оть центри, К - окоцентрици- 
тать эллипса Такъ какх 
9. 

с*=0я_& ‹- 


то 
3) 


и, сабдовательно, 


< ® 9.8, ы 1 
_ ск х = их 
$= (У <Я 9 Сы >) 4> © 
Взяк1й неопоедёлечени интеграль типы 
ЧР УЗ) д» 


ГАЗ | рацфонзльная функизя, аХ-иногочленъ гретьеи или четвер 
той степени называется эллиптизесхямь интегралом, 

Это потому, что вичисяен1е дуги эллипса какъ раз приводитф кф 
янтегралу такого типа. Въ самомъ дёлв, въ форнулв (4) под кор- 
‘нем стоить иногочлень четвертой 

Доказано, что эллиптическйе интегоалы 12 могут быть зыра- 
жены через элементарныя функц! и. 

Сблвдовательно, дуга эалииза можеть быть выражена черезъ 
элементарная Фунец1и, и чтобы вычислить ез, мы принуждзян ввести 
новыя функцзи. Эти функнаи называются эллиптичезскиии функциями, 
изучен1е которыхъ составляет озмостоятельнийя отдёль математики 

СдЪлазиь в® (4) подотановку у -а.И/.4. Когда х измёняется отъ 
9 до х., 109 измёнязтоя отф О до Ч Слёдоватэльне послё под- 
гтановки прэзде интеграла будуть О и 4 д потому 


* 
5 «| У - кач № 
ь 


Отсюдь сльдуетЪ что длина сэтверти эллипса равна 


Дуга гуперболн. Пусть гипзоболе дана убазнен1емъ 
я. ка 
Е 4 
оз ра 


. обозначимь ч резъ $ дугу АМ 


Ф 


№МЪ: 


/ 


такъ кавъ 


Е 5% = „2х 
Е де —\ Че 
го Я % 
ъ в. 
Ау 
“ 
Но с-фокусное разотоянзе, к- экоцентринитеть рийзрослы, 70 


>, В 
о-в Е =к 


„ ПОТОМУ 


© а. ® 
кк 2 Ч Е а 
$- —_ - Е е 
з - ‚Ус обе в) 
подъ корнемъ стоить многочлен четвертой стенени. Факимз 
ооразом%, дуга гиперболн варзжаелоя, какъ и дуга. эллипса, чере?ъ 
эллиитической интеграль, и блёдовятельно, на чожеть быть вычи- 
слена черезъ элементарния функийи. 
Дуга лараболы. Мы обозначииз черезь 5 дугу (Л.Л , пав № 
точка параболы 
я, 
4" Яр» 
такъ какъ х вырежгетоя рацзонально черезъ 
4, то за возавиениое перемфиное примем 
Ямземь 


, 
уси - | М т 
° $ 
А 
й г М + ы 
Инзегоируя по частямъ, сначала находинъ 


МЕ Е = ЧУ м че _ Ум | т 


3 потому 
ти Е рии, 


д олбиовательно - 


рае] 


15 


ль 


Закимъ образоиъ ЯзЪ вЗЪхъ коническ ихь с$ченти только длина 
дягн параболы можеть бить выражена чеоэзъ эленентариня функц! и 
Длена пемвиокаты. Черезъ 5 мы обозначимь дугу АЛ, гдв 
точка лемнискаты „уразненте которой 


: за. 59 ш 
а. а Е 
ВРУ ба = рол 
х сдздозательно 
$ о 
®. я 54 


Этот® ичтеговяь не 10487 бять виражзн 


Ъ черевъ элементарння 
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фуницти 


ОБЪЕЧЬ ТБЛА ВРАШОНТЯ 


ВЗаставим® кривую трапецтю вращаться около оси *. Тогда 
дачная кривая опишетъ въ простраиствз нфкоторую поверхность, ко 
торую мы будзмъ называть поверхностью вращенья, 7ама же трапе- 
цзя опишеть нёкоторое тфло, которое мн назовем тфломъ вращен1я 
Очевидно, что каждая ордината при вращензи опишеть нёкоторую 
плоскость, перпендикулярную къ оси ® , и ясно, что если мы про- 
ведэмь какую-нибудь плоскость, перпендикулярн^” къ осих , то 
эта плоскость перазбвчеть поверхность’ вращен1я по иёкоторому кру 
гу 

Обозначииь черезъ № объемъ тёла, получаемаго отъ вращензя 
данной трапэцзи Это, слёдовазельно, будетъ тфло, ограниченное 
поверхностью вращен1я и двумя плоскостями, получаемыми отъ вра- 
щен+я ординат крайнахь точекъ кривой. 

Чтобы вычислить объем № , поступимъ такъ: разделинъ тра- 
цецаю н» эемэнтарныя полосы и построимь элементарные прямо- 

» угольники какъ внутренн1е, такъ и 
внотупаюв1е. Пусть $839 одна гзъ 


й Е махихь полоъ. 
При стРозмъ вращенти она опипать 
| | = ы Нькоторое т5ло, которое мы навовемъ 
ы ®, 


элэмэнтарнымь слозыф Ясно, что объ- 
емъ всего тёяа врашентя равенъ суммВ объемовъ зо$хъ элементар- 
кыхъ слозвъ | 
Каждни  элэментарыый прямоурольникъ опишет цилиндре, эти 
Они 6 


° навеовохъ элечентар 


дуть двух родове: 
= ВыСтунзющтэ. 


Докакеиь 475’ вояки элементарный слой’ эквивалентенъ соот- 
вфтотвующему элементарному цилиндру. 

Пусть м. объемъ слоя, полученнато оль врещейтя полоски З@Я 
Чезезь У’: м" обозначизь обтэмн внутреннаго 2 виступоющаго э е- 
узитарныхь циляндровъ Ясно, что 

ухисг и) 


я въ то же время 
у-5%". 95, 


т 9-75} ?.95. 
Но геометрически очевидно, что Факторы (@ 9, фи (75% 
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поедально-ревнн а потому = и у сяёщовалельзо 
дм мм 
Воли &$ обозчачизь чорозь Ах в Я черэзь Ч, то 
пе мА 

Слздоватэтьно съ точии зр№н1я эквивалентчости эломентернии 
слой  мокно принимель за пилиниръ, разометривая вращрющуюся по- 
лосу на какъ полосу, а какъ прямоугольник — 

Теозоь из трудно наити объемь №" возго тзла. Онъ равенф Ам 
МБ ВОЪХЬ ЭЛЗнонРа 
дЪлу замёнязмъ элементарными гилиндрамя 


ыхъ слоевъ, котооме мы, пои перахонв къ пре- 
Нывехь: 


& 
у= бит ЗА = - би, аа - я| фе бл 


Яо если >. Чункизя © то 


< 


{; ра, _ | уда. 


« сльпоБательно : = 


у фи, и, [7х 
< +, 


2 мы инфемь теоозму: ЕС ЛУЗАВЫАСО ОТЪ ВРА- 
ЦЕНТЯ ТРАПВЦТИ ОПРАНИЧЕННОЙ «РИВОЙ АНТ КОТОРОЙ %= (8), 
ч-#(%}, 19 


ея бал 


ГДЗ ПРЕДЗЛАМИ ИНТЕГРАЛА СЛУЖАТЪ ЗНАЧЕНТЯ ПАРАМЕТРА СООТВЗТСТВУЮ- 
ШТЯ КРАЙНИМЪ ТОЧКАМЪ КРИВОЙ, ПРИ УСЛОВТИи СЧИТАТЬ НАПРАВЛЕНТО КРИ- 
ВОЙ ВЪ СТОРОНУ ВОЗРАСТАНЕЯ АБСЦИССЫ. 

Какъ частный случай этой тзорзми, отизтимь, 110 эсли кривая 
дана уозвнен1 эм ЧИ (= то 


: 
у | ое 


Вмвсто того, чтобы данную кривую врашать около оби э. ыы 
могли бы вращать ее около оси ч Тогда очевидно что объемь вы- 


разится интегралом»ъ я 
%, 
х| = 
% 


такъ какъ роди х и 1{ перенфнятся межцу 0604. 

Вообие => какъ общее правило если требуется вычислить объ- 
еиъ какого-нибущь тёла воащеная, то пренде всего иы должны при- 
зять о7ь врошзная 32 2оъ х  Равомовотиь принбри 
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Объемъ твла вращензя циклоиды Пусть \ объемъ (черт. ниже) 


тёла, полученнаго отъ вращеная около оси Х циклоиды, уравненйа 
которой 


х о миф) щ-®И-ы) 
Имвемъ 


а 5.5 
9-я | Чо = мо? | лье ай 
О нах ° 
- вар [4 2 имф. + За _ Ее 55% 
1. 5 | 
Во вмвото того чтобы вращать циклоиду около оси ® мы могли бы 
вращать эе около ося \. Обозначая 
Ф с этотЕ эбъемь ч20езъ №, мы, чтобы 
изёть возможность прияожить внведен- 
ныя Формулы, должны разематривать его 
я $ са5ъ разность между объемами, получен 
вид отф вращеня фируон ЛЯ $ и 
фигуры лез гдё С рэзшина циклонни, для котобэв =, 
Имвемь: *) 


$ ео г ° 
Я | 54 г = Я] = | 
эг (2) “х г 


т слёдовательно 


у’-= 24 > 2 по миий Ц В (94) 


Объемъ эляипобина вращен1я Пусть \\ объемъ т8ла получен- 
наро отъ вращен1я эллипса 


а ы 
з- 


зокругь большои оси. ИмЗемъ 
та *® 9% ь за, 
я [бы г | 4” Руда = 
> > 


Пели ке черезь % обозначимь объемъ эллипсо/’да вращенля 
около лалои оси, то 


*) Поувим въ первом интетфаль пъедъаы надо взять въ этозъ по- 
+яднь а не зъ обратном? 
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ПОВЕРХНОСТЬ ТЗЛА ВРАЩЕНТЯ 


Пусть кривая -А% , уравненая которои 
х-4() ч=4(®), 
врещазтся около оси % Эта кривая кожезъ пзресёкаться прянои, 
параллельной ося Ч, не только въ одной, но и вЪ нёзколькихь 
точкахъ. 

При своемъ вращензи кривая опишетъь нёкоторую поверхность, 
величину площажи которой мы обозначим чеоезъ $ и поствоаечея 
найти формулу для вычиоленая эя 

Эта задача рёшазтоя безъ осо0зго труда, эсли ан предё 
зельчо точно условимся, что оазум8ть поць площадью поверхности 
вращен1 я 

ПОДЪ ПЛОДАДЬЮ ПОБДРХНСОРИ ВРАПЕНТЯ РАЗУМЗЮТЪ ПРЕДЬЛЪ ПЛОЖА- 
Дь ТОЙ ПОВЕРХНОСТИ, КОФОРАЯ ПОЛУЧАЕТСЯ» ОТ ВРАШЕНТЯ ЛОМАННОЙ вИ- 
ЕТИ, ВПИСАННОЙ ВЪ ДАННУЮ КРИВУЮ, 8Ъ ПРЕДПОЛОЖВНТИ, Ч7С ЗВЕНЬЯ 
ЭТОЙ ЛОНАННОЙ ЕННТИ ВЕЗКОНЕЧНО УНАЛЯЮРСЯ 

Это опрэдфлен1е въ то же время указывазть тофф ПУТЬ, пс ко- 
торону хь должны иттизиля вычисления $ 

Вписнвазмт въ данчую конвую ломанную лин1ю. Пусть $4 в.- 

ъоз-нябудь эя 32 . Фон вбащензь око- 
$ 10 оси х это звено опишет боковую но- 


$ _&, верхность усёченнаго конуса, Козо 
обозначиыъ черезъ в . [о изв%отнон фор- 
|] | МУЛЕ язъ элементарной геомето1и инземъ 
" з э-Я (2%. 93 9.5 [© 


‚ ву 9@ въ поедёаа гал- 


ц  срденате какой 


21. -ч н 951 
очевидие равиы нулю Слфдова эленр” В) 
з%льно равень 44 , а потому 


фекторъ 9% 9$ пре 


э = 35 24 <) 

Пусть 8 - длина дуги дз Форда, дуга 38= Аз Бо {2} 
хсоду 9@ можно замвнать зквивалентнаР еи дугой АЗ , а потому 

р= 3 ячАз 3) 


ольдовательно: СЪ Чозки зрёнтя эквивалентности можно раз” 
сматривать дугу ^ З какь прямую, которая пои вращен1и описывает ь 
‚поверхность злементарнаго конуса, которая вЪ.ОВОЮ ючередь НОЖЕО 
разсматривать накъ пйлиядрь, рад1усЪ основаная Ебтораго м; а вя- 
вета Аз. ^ 
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Пусть длина всеи кривои Л% равна @, и будеиь на врема, 
что всегда возможно, разсиатривать Ч. какъ функц!ю $ . Пусть 
ц=4 (3). 
Воли теперь 5 площадь всеи вы вращензя, та, согласно 
съ (3), 

= 4. > Задав я фо 

ь 

з.е, 


пб атчдь- [914 и) 


Но если хи ч функцаи параметра + ,; тои $ есть фунецая 
® . Поэтому, если въ (4) мы станемф $ равсматривать какъ Функцак 
$ , тс по творен8 о подотановкй 


[яч = -й 34°, 


гдз въ ЛёвОл ЧАСТИ функцзя $ ‚ @ въ правой ци $ функшй . 
Теперь (4) даетъ: 
4 ы 

9-м тат Ав = [атч аа 
° -, 
а потому теорема 
ПЛОЩАДЬ ПОВЕРУНОСТИ ВРАШЕНТЯ КРИВОЙ ОПРЕДФЛЯЯТСЯ ПО ФОРМУ- 


Зея 


РДВ ч. Й $ РАЗСЫАТРИВАЮТСЯ КАКЪ ФУНКЦТИ ПАРАМЕТРА. 
Воля жё кравая дана уравнентемь, Ч=К %х ), 10 имвемь 


5 [я Ут 4 


15 


Поверхность вращеная пиклоидн. Пусть циклоида, уравнензя 
которой 


ха (Е-5 щ < (4-99), а) 


вращается около оси х $ Имвеив 
Фе = о Аве АЕ Ч = кли Е аа фон [<] 
Всли 8 иплощедь поверхности, описанной всею дугою циклоиды, то 
9 [Ялуаь а А гой [Ч они инь © К = 89 
Ч = те | ат 
Предположимъ теперь, что циклоида вращается около оси м. 
Обозначимъ черезъ 5, ‚ площадь поверхности, описанной ея дургои. 
Очевидно, что „теперь хи м мфняются ролями, а потому 
3= ых х 45 Ао (&- им) чм, $ Ц Га 
В 


ига м“ 


= 1380 - 


Поверхность эллипсоиде вращеная около сольшей оси. Пусть © 
4 сооззётозтвенно больтая я малая полуось Черевъ Яе ик обо- 


Е значимь фокусное разотоянте и вкоцентри- 
цатеть элланса; 
с Ум - т 
К 9 д с м - 5% как 9 


Воли $ площадь поверхности, описанное 
% дугою АФЛ , 10, считая х нозависи- 
мымз поремёчнимь, мы имвемъ: 


$=(° Зал -| ти Уч $. | 
о. 
А 
ее 5 
— 
4 такъ закъ *} 
ИВ 9. 
и обет" бе = и ча лк. К а С 
о 
= (УТ ела дик.) () 
Любопытно т0, ЧТО изв этой формулы из текъ еще просто. полу- 
чить фор 


улу для товерхности 6Феры. Въ самонь дёлв, для сферы 
= и као о правая часть равенства (4} при «-0 принимаетт 
нный вадъ Только предварительно раскрыв эту неопредт 
ть, ми получимь формулу для поверхности шара. Шозэтому, 
иозлполагая въ {а} что к безконечно уйалязася, и обоаначая че- 
2135 ©’ поззрхность сферы рантуса &. ‚ ин имфемъ: 


ето [4 + бк а } АТО 


\, . 


НОСТЬ ЭллИнЗОИДи вражентя, ЭЕоло. малой оси. Принимая 


оз переменное и обозначая через 5" площадь по- 


верхчостя, описанной лугов < 4% (черт выше), мы имжемъ 


ЗС и) 


тдЕ 3. произвояная отв ^ по м ; Но 48% уоавиенья эллипса 


= ЕЕ ПИ: 
РУ Я 


уе жеках = зу + | 


&х% о Ге ом 
ких ох | (сх де 
М кк Ув 
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& ПОТОМУ 
р 


4 
та [ = 
Я] У 4 
Инхегойруя по частямь, наядзыф 


ч (д А А Ч < а $ } 
И а 


& потому 


оч ть 
5 -| | т УР а + 3 В Е Е Я т 
“-- 
гб о. = У 
УЕ Ч о уе 


Яо 


Слёдоватсльно окончательно 


ро д А 
$ =а ко (м = 


Пусть к безконечно умаляетоя. Обозначая через» 8’ поверхность офе 


ватой (4 2 би Е И ага 


к20 


ры, имземъ 


ДУРА ПРООТРАНСТВЬННОЙ КРИВОИ. 


Пусть А® пространственная кривая уравненте которой 
х =) =} 6) 
30, ч=4 - 

Черезь %, иТ обозначим значег1яТ для конечныхь точек Я и № 
прячеи» пусть т. 

Вотавимь мехду А и 3 рядъ проибжуточнихь точено «№, , №, , 
М:,... А. Пусть вообще 

= а Чи, вк 1.) ЧС, Чк 40 на) 

Всякую точку Ло соединяеиъ хордою (, сз точков Л, 
чимт ломацную ‘лян1ю, вписанную въ данную кривую пеойкетрь козо- 
рой обозначимъ черезь $ . Имзеиъ. 


. Погу- 


Ме как, ЧО, 5 


Ща —— а 
уе чево [Соч 9 
Плим няя теорзчу, Дагранжа получимъ: 


$= Ба. - СУ ея ПСО че м АГ 


- 132 - 


Перзхоцинъ къ предзлу Замфняя фекторны прэдфльно разными величи- 


^ т 
1. 9= аа Ук + У) + в 6" А, 


рдь ®, прорзвольно взятая величина въ произжутк% ( “. ‚ бан. }+ 
Зсли мы тодерь условимея называть предёль з длиною дуги 
45 < обозначииь эту дчину черезь $ › то получишь теорему 
ДЛИЕА ДУГИ КРИВОЙ, ДАБНОЙ УРАВНЕНТЯМИ %=4(® }, = (1%) 
= (Е } ОПРЕДВЛЯЮТСЯ ПО ФОРНУЛВ т 
3 Учет ов = | узттартая 
< 
248 Си ТЗВАЗЕНАЕ ПАРАМЕТРА ВЪ БАЧАЛЬНОЙ И КОНЕЧНОЙ ТОЧКА 
ЕРИВОЙ _ 
Возьмамф теперь на кривой дъЁ точки № в м 
Я = (м *) ‚ Ма (х м =") 


№Ы лизеъ ‚ 
дуга ЛМ = } Уч 0% 9 
Теорзиа ке о средвемъ вначевзи интеграла нам даетъ 
дуло Л = УЧ ны 9 (&-%) (3,) 


Вячистинъ хорду (ЛЕМ . Имвемъ 


орда № - а 7 -чСИче) - чае) 6 


- Учия чу "но (5“)% (4 -%) 5 
> лотоу 


дуга ЛМ аль чих и 


хорда Ли М СОЯ о а 


Предполараемь, ч10 дуга № А умаляется до нуля. Переходя &ъ 
предфлу и замёчая что въ предблё <, ®°, ХТ ‚< равны + 
лучазмъ теорему: 

ПРЕДЪЛЪ ОТНОМЕНТЯ ВЕЗКОЕЕЧЕО УмАЛЯЮЩЕЙСЯ ПРОСТРАЕСТВЕННОЙ 
ДУГИ КЪ ЕЯ ХОРД8 РАВЕНЪ ЕДИЯНИВ. 


„ по- 


ГЛАВА ТХ ДВОЙНОЙ ИНТЕРРАЛЪ 


Задача 0 квадратура площадеи, будучи облечене въ аналитиче- 
овую Форлу, призела насъ къ понятзю объ опредзленномъ интеграл 
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Задьча о вычисленли объеновъ т%лъ произвольной формы привед 
КЪ ПОРЯТ1Ю о ТакЪ називаемнуъ пвойнихь интетоатахт, 


ЭЯПМЕНТАРНЫЯ ПЛОНАДЕЙ 


Пусть А часть плоскости, ограни: контуронь С. Б50о- 
ражазиъ, что вся плоскость раздфлена на дозтоточи 
хи произвольной формы Эти пломадки мы буденъ вазыват Е 
ними. Он Могут быть ка. угодно формы, но МЫ ПОЕдположихъ, 


что размёръ”} каждой изъ нихъ меньше. некоторой положительное 


надыя пяошед- 


Всё площадки по отношенаю къ данной фивурь д оаздёляются 

н- класса: на внутреннЁя, вивин:е и гоаничныя, Суми? зо®хъ 
„араничинхь площадокз обозначим через а . При этонь гпраначнон 
площадкой мы будэмъ називать всякую плонадку, которая ныз 
тя он голЬКкОо Одну точку общую съ контуромь © 

Вообразимъ ся дующуй процесзъ: раздёлевЪ вею ПлоскоЗть по 
какому удь закону на эдеизнтарння 
площадки, и вычисливъ величину суммы 


ьоВхБ говничныхь площедекь, ыы посл 
этого снова дёлимь зою плоскость по ка- 


«ому-ние 


нтарныя пло- 


мадк УЕЕХЪЗ НЛО 
щадовь для этого де такъ продол- 
жаемь неограниченно, те. всякфи разь 

&ак5 мы вычнолЕ сунху гпраничнихь площадокъ для какого-нибудь 

двлен:я плоскости на элзменгарния площанки, ин переходимъ кф но- 
вому дёленаю плоскосри на. элементар Легко убёдизься 
въ зправедливости олёдующей ленмы: 


у гв 


ан1я, я 


ЯА ЭЯВНЕНТАРНЕЯ 


ТЛОПАДАИ В 
НАИВОЛЬНТИ РАЗМЕРЪ ПЛОЩАДОК БЕЗКОНЕ 
СЛУЧАЗ СУММА ВСФХЪ ГРАБНЧНЫХ ПЛОПА 
УМАЛЯ ся. 


па 
1 


ОМУ ЗАКОНУ, ЧТО 
ТО ВЪ ТАКОМЬ 
ТОЖЕВЕЗИС 


*} Размпфомъ площадки (также, офамаи! 


наибольй р9=, 
зехжби Озичч точиачи 
площадку. й 


цадки изобъевачоя м 


воволо 


я разиьфъ пло- 
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Пусть при какомъ-нибудь дёлензи наибольшзй разыёръ воахъ 
элементариыхь площадокъ меньше или равенъ . . Воображаемь кружок 
9 радуза м ‚и этотъ крукокъ помёстимъ такъ, чзобы его центръ 
совпалъ сз какой-нибудь точкой контура © Заставимъ центрь 
крукка описзть весь контурз С . Тогда, очевидно, что всё точки 
коужка опишутъ на плоскости нёкоторую полосу %*). Геоизтризески 
очевидно, что, голя.Л безконечно умалязтся, то площадь полобя 
тоже. безконечно уналязтся, Не грудно также сообразить, что вея- 
кая гоаничная пломадка лехить внутри полосы. Въ самомъ н8лё, ес- 
ди с - точка, общея гоаничной плошадев # контуру, то, когда 
пентрь ‘кружка попадоть въ эту точку, площадка будет внутри 
коужка, потому что размёръ эя меньше радлуса коужка. Слёдователь 
но, сумме 4 вс№хф граничняхь площедокь меньше площадя безконечно 
умеляюлейся полон % ‚а потому (ид =0 

Лемма доказана. Ез можно обобщить сяёкующимь образомъ обо- 
значимъ черезъ 4 ту суиму, которую получимъ, если будем брать 
отъ чаждой граничной пионенкх только нёкоторую часть ея. Очевид- 
но, что 444 5 12 только сумма воёхъ гравичныхь пло- 
щедокь, нс и сумма любыхь произвольно взявых! чзетей этихь 
ЕО, Зоразны нуао. у 


в вотхь внутреннихь „лем: 


аркихь ллоща- 
мъ сумму, кзкъ воёхе внухозинизь такъ и 
>Ехъ преничныхь площалок$, такъ что 
ВЕ 3-4 
Пусть, нованець, А плошадь эдгурн, ограниченной контуромъ 
С геочетричаски очевидян веравенотва 


4-54 5-Я 44 
я такь карф въ прехёлф 4 равно дули, то 
Д-р = ви, 


и мы получаем теорему: - РОЗКУХ ПЛОЖАДЬ, ОГРАНИЧЕННУЮ ЗАМННУТНИ 
НОНТУРОМЪ, МОЖНО РАЗСНАТРИВАТЬ, КАКЪ ПРЕДЕЛ СУКМЫЫ ВЧУТРЕЧНИХУ 
ЭПЕНЕНТА \РВИХЬ ПЛОЖАДОЕЪ, А ТАВДЕ КЕКФ ПРЕДЬЛЪ СУММЫ ВСФХЪ ГНУТ 


РЕННИХЬ И ГРАНИЧНЫХЬ ЭЛЗЕИНТАРНЫХЬ ПЛОЧАДОНУ; 


5, ито яфуконт сдьдань изо кафтона в чо сторона 
91), пвилозвиная къ чертежу, нанагсна нефнилами. Сльдъ иебвиль 
даетъ полосу &. 
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ОВБЪЕНЪ ЦИЛИНДРА 


Мы теперь можем вывести юормулу дая ооъем» воякаго пил 


ра, 

Какъ извёотно циличдеаческойи поверхностью назнвазто 
верхносвь котооая зожеть быть получена олд 
предполагаем, что наиъ дана какая-нибудь кри 
жаенъ, что. нёкоторая прямая, называемая образующей, пезе 
въ проэтранзтв® такъ что‘она остается параллельной самой себ и 
ВБ то же время постоянно проходить черезь какую-нибудь точку дан 
ной кривой, Сяфдь этои прямой въ пространств й лаеть пиландриче- 
зкую поверхность. Очевидно, что можно дать также я слёвующее оп- 
редёден1=. цилиндрической поверхности цилиндрическоя поверхность 
есть пеомзтойческое нёсто прямыхе, проходящих черезь воз точки 
данной крязой‘и пвраллельныхе между собой. 

„Воли. данная кривая ‘принадлежить къ классу’ замкнутихь кри- 
вяхь, то‘мы будем имёть замкнутую нилиндрическую поверхность 

Предположим же, что мн имземъ нёкоторую замкнутую ивлиндриз 
ческую поверхность, Пересёчемъ ее двумя плоскостями, параллельны“ 


ми мекду собой и пеопендякуляоными къ образующей. Мы получим 8- 
ло ограниченно съ боковъ цилиндрической повзрхноэтью и хрома. 
ого двумя плоскостями. Это д будеть, так называемый пряной ди 
линдръ. Часта плоскостей, ограничизаюнщихь эго, называются эго 
основан1ями Очевидно, что эти плоскости неребйхаютъ нилиндряче- 
скую. поверхность по двумф совеошенно тожественнямь кривчиъ, Дли- 
на обравующеи мэжду основанзяки називазтся высотох цялинира, 

Пусть С контур, оговничивающ Нияноз основан цилиндра, 
площадь котораго обозначим через А ° Пусть № внооте цн 
ов, 1“ его объемъ, 

Чтобы вычислить объемь циляндра раздЪлинЪ плонэдь основан} 
на элементарныя площади сл 


ина- 


ущамъ образомъ: ме провояниь дв он- 
стемы пряныхь такъ, чтобы поямыя каждой окотемы были аерзллельни 
между собой, прямыя же различнихь системь перпендикулярны мехлу 
собой. Этими двуия системами взя плоскость основан:я раздЪлияся 
на элементарные прямоугольники. Часть изъ эзихь прямоурольникоь в 
будеть лежать внутри контура С . ха плонади обозначимъ черезъ 
в, ; №, № .... Доупая часть ноямоугольняковъ даоть намъ пра 
ничнне прякоугольники, Площеди ихъ обозначинъ через 4,, 4» , 
4, . Пусть, наконец, какъ и раньше, $ руыма наощевзи вовхъ 


внугреннахь прямоургольнихове, & 3 сумма как вовиь внутреннихь 
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такъ и вобхЪ граничных прямоугольниковъ. 
сли мы вообразимь, что число элэментар- 
НЫхЬ Прямоурольниковъ безконечко возраста 
етъ`такъ, что оазмфры рхъ въ то же время 
безконечно умаляются, то, какЪ мы видвьли, 
Фен биь ЗЕД: 

Возьмемъ какую-нибудь элементарную пломед 
ку 2% и построимъ на ней нризму, верхнее 
основан{е, которой совпадаатъ съ Верхкимь 
основанфемъ цилиндра. Вудемъ называть эту призму элементарной 
призмой, Объемъ ея очевидно равенъ р 

Воображаемъ, что подобныя элементарныя уризми построены на 
всякои элементарной площадкв, какъ на, внутренней, такъ и на гра 
ничней. Сумма объемовъ вобхъ внутреннихъ элементарныхь призиъ 
очевядно равна 


вы = 863 
и ясно, что эта сумма ‘меньше объема цилиндра. 
Сумма же объемовъ какъ всзхЪ внутоеннихь элементарныхь 
призмъ, такъ и граничныхь, равна 
в 36 #+ . ++ Ж на, + = 
| ыы оиь о ыы 
и очевидно, что эта сумма больше объема цилиндра 
Такимъ образомъ, мы инземь неравенства 
4 х< 5 м 
Воображаемъ теперь, что число эледентарныхь площадокъ без- 
конечно возрастаеть такъ, что оазыёры ихъ безконечно умаляотся, 
Въ предфль неравенства (1) даютъ соотноленая: 


нь е ха Км, 
Илзуа ЖА 


т,2 


Теперь ясно, что 

у= 6, 
я, получаемъ теорему. ОЕЪЕМЪ ВСЯКАРО ЦИЛИНДРА, ОБРАЗУЮЩАЯ КОТО- 
РАГО ПЕРНЕНДИКУЛЯРНА КЪ ОСНОВАНТЮ ЕГО, РАВЕНЪ ПРОИЗВЕДЕЯТЮ ПЛО- 
ЩАДКИ ОСНОВАНТЯ НА ВЫСОТУ ЦИЛИНДРА. 


ОВЪЕМЪ ПИЛИНДРОИДА. 


Предположимъ теперь, что мы установили въ пространств пря- 
доугольную сиотему Декабловыхь осей коордннатъ, и пусть намЪ да- 
на нзкоторая поверхноотв:ю ,‚ относительно которои предноложимъ, 
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что. она вофми точками расположена надъ плоокостью хц и что каж- 
дой прямой, параллельной оси * , она пересвкается только въ од- 
ной точкЪ. Тогда уравнен1е этои поверхности можеть быть пред- 
ставлено въ слёдующей. формз; 

= 5.4) 
РДВ | ®, 1 ) непрерывная функц1я двух перем иныхь. 

На нлоскоста *4 пооведемъ который замкнутый контур С, 
на которомь поотроямъ цилиндрическую поверхность съ образующими 
параллельными оси # Эта поверхность пересВчетъ данную повеох- 
ность 5 по Нёкоторой замкнутой кривон, которую обозначимь че- 
резъ с. Пусть 3’ та часть позеохности 3 ‚› котоодч огоаничезче, 
контуромь ©. 

мы теперь имфемъ т$%10 которое съ боковъ озраничено цилин- 
доическок пове-рхностью, онлзу плоскостью хм , сверху не частью 

$, данной поверхности 5 ..Тфла полобЕОЙ фОрыя мы будемъ назы- 
вать пилиндроидама. Въ частномъ случаев иекоторыя образующая, ий 
даже воз, могутЪ бить разны нулю Такъ, напримЪръ, полушарь мы 
множемъ разсматряваль какъ цилиндронаъ безъ боковой поверхности. 

Чтобы вычислить эбъечь цилиндоот 


да, ПОСТУПЯМЪ ЗЛЕДУЮЩИМЬ 
образомв обозначая чзрэзъ Я площепь, ограниченную контуромъ 
С ‚, дьлимь ее на элзментерния площадки 1, , ху №... ›. Возь- 
мемъ изъ нихъ какую-нибудь площадку в. НА контур® ея постро- 
имъ пилиндрическую поверхность. То тфло, котороз съ боковъ огра- 
ничено этой поверхностью, сяизу площадкой р, ‚ сверху же частью 
поверхности 5 мы назовемъ элементарнымь цилиндройдомь и объ- 
емъ его обозначимь через \.,. Вообрашьенъ что на каждой элемен 
тарной площадкВ построенъ соотвётотвующуй ей элементаоный ци- 
линдройдъ. Очевидно, что, если объем даннаго цилиндроида то 
А = мы м 
или, короче, 


Ум, 


Боли бы мы могли вычислить объемъ 
каждаго элементарнаго цалиндроида 
10 мы “могли бы вычислить и обфемЪ 
даннаго цилиндоонде. Но при вичи- 
сленти объема элеменжарнаго цилинд 
роида мы вотрёчазмся сф тёми же 

тоудностями, какъ и при вычислена 
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объема даннаго цилиндроида. Легко однако видать, что, вм%сто 
объема элементариаго цилиндроида, ни иоженъ взять объемь таёъ 
называемаго элементарнаго цилиндоа, который мн получимъ олёдуи- 
вимъ обрезомь 

Внутри площадкя в, возьмемъ произвольно точку ›, 6$ коорди- 
натами $, и Ик, . Возставимъ въ ней перпендикулярь, когорыи пусть 
переовчать поверхность въ точк® 5 Аппликалу* } ЭтОЙ РОЧКИ 0б0- 
значим? черезъ %„ 

дели мы теперь черезь тонку $, провздемъ плоскость, парал- 
лельную плоскости %\ , то ин получямъ цилиндръ, который снизу 
ограняченъ площадкой в» ‚, сверху плоскостью, проведенной черезь 
очку $, ‚ съ боковъ же цилиндрической поверхностью, построен- 
вой на «оНтурв, огоаничивающемь площадьу 8„, Объенъ этого ци- 
линлра мы обозначимъ черезь У„ и буденъ его называть элемента 
ымь цаликдоом® общаго типа. Вчзотой его служилъ апиликать ча- 
вой-пибудь точьи $» той части поверхности 5 , которая лежит 
надь площадкой р» . Воли мы будемъ брать различныя точки БА › тб 
будэмь получазь различные элэнентарные цилиндры. 


Но среди различныхь точек $„› Лемащихь на’ поверхности 
надъ площадкой в. ›‚ есть точка, аппликата воторой меньше вовхъ 
остальныхь, и есть точка аппликата которои больше вофхь`осталь- 
ныхъ. Обозначимь черезъ %. наименьшую, черезь я", наибольную изъ 
этих зипликатъ, и построииь два элэментарныхь ‘цилиндра, общим 
освовантемъ которых служить плодадка к, а внсотами соотвёт- 
вфтотвэнно аппликаты хи *„. Объемы этихъ цилиндровъ обозна- 
чНЪ Черёзъ л^, и \, ; первый цилиндрь буден называть внутрен- 
нинь элементернимь цилиндромъ, а второй-выстулающимь. Тоть и 
доугой изъ чихъ, очевидно, есть честный олучай элементарнаго цё- 


ЯНдр а, общего типа. Геометрически очевялны незадвенства 
Же, 


а 


4) 
инк 
Докажемъ, что если число элементернихь площадокъ безконечно 
зозразтаель тёкф, что размёрн ихъ безконечно уиоляются, то к, 


, №, М» оквивалектны между собой. Въ самомъ дёлв. 


Меры, Теа 


=) поли х, ч, КоОфдировы почки № , по х абсциоса, 4- офби- 
напа, ®- аппликава 
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Ясно, что въ предфлй разность #,-*, равне нулю. бябдова- 
тельно, %#„ и * предёльно равны, а потому 
> 1 
м, 
Изъ (1) слёдуеть, чго 
м М, №. 9 Ук, 
и такъ какъ цвЁ величины, эквивалентаня третьеи, эквивалентны 
мелду собой, то м, эквивалентно у, . 
Итакъ, мы доказали слёдующее. объенъ эломентарнаго цилиндро- 


ида эквиволентень объему. элементаонаго циляндра, 
Во если \\ объемъ даннёго цилиндроида, то равенство 


мк 


<*) 


существуеть при всякомь двленти площади Л на эленентарчия пло- 
щадки, а потомг, если число элементарныхь ВлОЩаДОКЪ безконечно 
возраотьеть такъ, что размёры нхъ безконечно умаляются, то равен- 
ство (2) будетъ имвть мото и въ 'редвл® 


Ха, 


Но теперь въ правол чзсти мы всякое слэгазмое ^^. иоженъ зам- 
воть эквивалентной ему величиной У, , а потому 


| м, 


и ны изфемъ теорему: ОВЪЕМЪ ЦИЛИНДРОИНА РАВаНЪ ПРЕДЕЛУ СУМАЫ ОВЪ- 
БМОВЪ ЭДЕМЕНТАРНЫХЪ НИЛИНАРОВЪ 

Посмотринъ теперь, вакъ этз теорема влразится въ эчалитиче- 
ском фориь . 

Объеиь элементарнаго чилинира, посчроеннаго на площак® №% › 
равень фь%„ ‚ гдё х „таппликата точки 5`.. Если абоциссу и орди- 
БАТУ ЭТОЙ ‘точки обозначимъ чеоезь 5 рез Цк, то 


т. нц) 


ТВ к и Мк Мы можемь оазоматриваль, какъ эбоциссу и ораинату 
точни 3, , взятой нами произвольно внутри площадки к. 

Такимъ образомъ, объемъ элементарчасо цилинир», построенна- 
го на площедк® р, оввень произвэдэн1ю И Ма) вк . 
а эсли черезъ С мы обозначимь зумниу вовхь элементарныхь объемовъ 


то 
- Е, пав 
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и мы можемь высказать сл8дующез положеназ 

ЧТОЕЫ ВЫЧИСЛИТЬ ОВЪЕМЪ ПИЛИНДРОЙДА, ОГРАНИЧЕННАГО СВЕРХУ 
ПОВЕРХНОСТЬЮ Э , УРАВНЕНТЕ КОТОРОЙ 

хи] 

НАЛО РАВДФЛИТЬ ОСНОВАНТЕ ЦИЛИНДРОИДА ЕА ЭЛЕМЕНТАРНЫЯ ПЛОЩАДЕЙ, И 
ВЗЯТЬ ОУММУ ВС®ХЬ-Т8ХЪ ПРОИЗВЕДЕНТИ, КОТОРЫЯ ПОЛУЧИМЪ, УННОЖАЯ 
ПЛОЩАДЬ |. КАЖДОЙ ПЛОЩАДКИ НА ЗНАЧЕНТЕ *) ФУНКЦТИ 1 в; Иж) 
ВЪ КАКОЙ-НИБУДЬ Т0Ч8З $3» , ЛЕЖАЩЕЙ ВНУТРИ ЭТОЙ ПЛОЩАДКИ .ПРЕДЬЛЬ 
ПОЛУЧЕННСЙ ТАКИМЪ ОВРАЗОМЪ СУКМН о. 


в-2 1. Я. =) к 


РАВЕНЪ ОБЪЕМУ ПИЛИНДРОЙДА. 

Итакъ, для вычислен1я объемовь надо умёть находить предёли 
сучиь тина 6` ‚ предали подобныхь суммъ и называются двойни ин 
тегпралайи. 


ДВОЙНОЙ ИНТЕРРАЛЪ, 


Понятзе о двойнойъ интеграль ны зодимф съ помощью слздую- 
щаго опрадзлен1я: 

ПРЕДПОЛАГАЕМЪ, ЧТО НА ПЛОСКОСТи ВЫБРАНА ПРЯМОУРОЛЬНАЯ СЯ- 
СТЕНА ДЯКАРТОВЫХЪЬ ОСЯЙ КООРДИНАТЪ, д ПУСТЬ 1 ®*, ц ) ЕЗКОТОРАЯ 
ДАННАЯ ФУНЕПТЯ ДВУХЪ ПЕРЕМЗННЯХЬ, Н&ПРЕРЫВНАЯ В0 В0$Б ТОЧКАХЪ 
ЕФКОТОРОЙ ПЛОШАДИ А ‚ ОГРАНИЧЕННОЙ ОДЯИМЪ ИЛИ ИЗОКОЛЬКИМИ ЕОН- 
ТУРАМИ (НА ЧЕРТЕК$ ТРЕМЯ: ВНФИНИМЬ С , И ВНУТРЕННИМИ С, И с. ), 

ПЛОШАДЬ А РАЗВИВАЕТСЯ ЯА КАКТЯ УГОДНО ЭЛЕМЕЕТАРНЫЯ ПЛОЩАД- 
КИ р, т, роза, .., ВНУТРИ КАЖДОЙ ПЛОЩАДКИ р. ВЕРВИФ ПРО- 
ИЗВСЛЬНО КАКУФ-НИБУДЬ ТОЧКУ СЪ КООРДИНАТАМИ 5 \«, Й ЗНАЧЕНТ 
АННОЙ ФУНКЦТИ ВЪ ЭТОЙ ТОЧЕ® ПОМНОЖАЕВНЪ НА ВЕЗИЧИНУ ПЛОЩАДКИ в 

ПОЛУЧАЮМЪ ПРОИЗВЕДЕНТЕ 


вк 
СОСТАВЛЯВИЪ ПОДОВНЫЯ ПРОИЗВВАЙНТЯ 
ДЛЯ КАЖДОЙ ЭЛЕМВНТАРНОЙ „ПЛОЩАДКИ И 
с я ВЕРЕМЪ СУММУ ИХЪ ВСЖХЪ. ПУСТЬ 


и 
с в КЕн Це 


*) 1. знаиенье, копорое чунку.Н получаете при ха , уч 4 р 
называетса энёовнуемь Чунюци въ 2вка ( 9; , 2) 
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ЦАДОЮЬ БЕЗКОНЕЧЕО ВОЗРАСТАЕТЪ ДО БЕЗКОНЕЧНОСТИ ТАК, ЧТО РАЗМЕРЫ 
ИХЪ ВЕЗКОНЕЧНО УМАНЯЮТСЯ, ЕАЗЫВАВТСЯ ДВОЙНБИФ ИНТЕГРАЛОМЬ, РАС- 
ПРОСТРАНЕННЫМЬ НА. ПЛОЩАДЬ Л , ИЛИ ВЗЯТЫМЬ ПО ПЛОЩАДИ Л, 
ОВОЗНАЧАЕТОЯ ТАКЪ- | 
(х в. 
Нех 


Слфдовательно, по опредёлен! 
Дели - В | попе 


Какв мы видимь, сначала нинуть дза знака интеграла *). 3а- 
?8м$ъ пишутъ произведен1е данной функи1и | (х ‚4 ) на символь 
4. Этоть символ должень обозначать площадь произвольно взя- 
тои элементарной площадки. Вмфсто него модно написать и всяк1и 
инои, какой кому нравится, символь, Можно, напринёръ, написать 


ий так® И ро И 4 


Внизу знаковЪъ двух ‘Интарраловъ обякновенно приписява“ 
5:3. бнивоце,, который долженъ указывать, по чакой площади берех 
ся.двойной интегралъ. Но часто этого символа не пищутъ. 

Самое же общепринятое. обозначензе двойного интеграла такое 

У у бе9ч, 

гдБ выёсто символа 9% стоить проязведенае двухь дифференц1аловь. 
Такое обозначене принято, благодаря олёдующимь сбображен1 ямъ.. 

для построен{я сумиы ® мы можемъ дёлить данную площадь А РА, 
элементарныя площадки какой угодно форми. Очевидно, что одно изъ 
проотфинихь дзленй ‘будетъ то двленте, которое мы получимъ, если 
проведемъ дв бибтемы“прямыхь, соотвётотвенно параллельныхь . 
осямъ координат. Тогда каждая элементарная площадка будетъ 
имвть форму прямоугольника . 

Пусть пряныя, перлендикулярьиня къ оси х, пересёкаютъ ее въ 
почкахь (черт. ниже} 

5. *, Ма,,... хи дни и 
Пряныя же, перпендакулярныя съ оси Ч, пусмь перес®каютъ ее в® 
точкахь 
Ч № Чиа Ч 
Какъ всегда, полагаемь 
Ах а м  АЧЬЯЧьн 


*) Повену пиауть дев снана, выяонился. нцие 
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Чу часть плоскботи, которая заключена между прямыми, перпея- 
дикулярниии къ оси ® въ точкахь %, их,.,, условимся называть вер- 
тикальной полоской ( %,, ®,..}. Часть же плоскости, заключенной 
между поямнми, перпенцикулярными къ оси Ч въ точкахь ч, и\,,бу 
демъ називать горизонтальной полоской ( Мы › Чилл ). обозначимъ 
черезъ %„, площадь того элементарнаго прямоугольника, который 
лежить на пересёченфи веотикальной полоски ( Як, “„.. } и гори- 
зонРальном ( Мк, Чым }› Внутри его выберемь точку, коорринати 
чоторой пусть будуть к й Мен: При такихь обозначенляхь суи- 
ма 6’ приметъ сяёдующй ВИдЬ: 


= Е, Щнь) Вю, 


ЕСГ | | причемъ эъ правом части мы беренъ 
г плоцедь всего элементарнаго прямо- 
Е угольника, если онъ внутренизи, и 
Фа УИ только часть его, если онъ гранич- 
и ный 
: т ШЕЕ Доканемъ теперь, что при со 
% | ставлен1и суммы 6 мы по желантю 
кк | гри чожемъ брать или отбрасывать тв 
слагаемия, котория относятся къ 
граничнымь прямоугольникамъ. 
Для этого всф слагаемыя сум 6’ раздёлиме на 3в% группы 
в= бы ЧккИбы, * Е Сы, Чун Вы и) 
ее. че 


Въ пергую группу мы собираемь оларьемыя, относящзяся Кь 
внутреннимъ элементарнымъ поямоугольникамъ, во вторую же - сла- 
гаёмыя, относящфяся къ граничных» прямоугольникамь Пусть 7`эть 
послёдняя зумма: 


5 


к ) © 
2 В ня выд, 


причемъ не надо забывать, что въ каждомъ слагаемомъ этон суммы 
подЪ оимволомъ |, надо разумфть только ту часть площади гранична- 
го прямоугольника, которая въ то же время принадлекить и данной 
площади А 

Легко было бы доказать, что въ предфлЁ сумма 5’ равна нулю. 
Но мы докажемъ бол&е общую лемму. Пусть” 


| Е нь, кю кк, 8) 


гдё слагаемыя суммы составлены сл$дующимъ образом о.ъ всякаго 


- 143 - 


какого-нибудь граничнаго прямоугольника рок мы беремъ совершенно 
произвольно нФкоторую часть его, площадь которои обозначимь че- 
резъ 4. . Эту величину 4 „и; мы умножимъ. на значен1е функ и въ 
какои нибудь точкё граничкаго прямоугольника р»), ‚ конечно, въ 
такой точкз, которая въ то же время принадлехитъ и данной площа- 
ди Д . Получиие произведен: 1 (бк, Чкь ) кд; › Сумма вовхь 
подобнихь пройзведен1й, которыя ми получимъ, если переберемъ вой 
граничные прямоугольники,  #* ееть сумма 5. 

Пусть теперь № паибольшее значензе абсолютнои величины дан- 
ной функизи на всеи площади А . Сяёфдовательно, всегда 


| д 4) 
тик! 2 

Равъ какъ абсолютная величина суммы равнё или меньше сунаь 
абзолютныхь величинъ слагаеннхъ, то изъ (3) ииёемъ 


[515% Ки |4 


Принимая же во вниманзе неравенс"во (4), +ы получаемъ нера- 
венство- 


|7 маны, (7) 
или 

| $ | = №4 «) 
гДЬ 9 сумма плошадеи нёкоторыхь частей граничнихь прямоугольни- 


ков, Мы знаемъ, что сумма плодадей воёхъ граничных прямоуголь- 
ников въ предёлЁ равна нулю, & потому 


Фил. 6"= 9 
Очевидно, что сунма % ‘есть Частный случай суммы С, Слёдователь- 
но 
” Фив 0 №) 


Возвоатимся теперь къ равенству (1), которое перенишемь въ такой 
форма 


ее ча аи 


Влагодаря\7), мн видимъ, что 


Де 4 7 Е бь Кий км, (8) 


Сладовательно, при вычисленли предёла суммы @ мн можемъ не 
принимать во вниманзе граничныхь элементарныхь прямоугольников®. 
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Но такъ какъ предёяь сумны @’° тоже равенъ нулю, то ясно, 
что вместо равенства (%\, мы можемъ написать также равенство 


ели о, боль я ны и 

Получаемъ теорему: ПРИ ВЫЧЯСЛЯНТИ ДВОЙНОГО ЯНТЕГРАЛА КАКЪ 
ПРЕДФЛА СУММЫ, МЫ ЧОЖЕМЪ ПРИ ООСТАВЛЕНТИ СУММЫ ИЛИ СОВСВМЪ ПРЕ- 
НЕВРЕГАФЬ ГРАНИЧНЫМИ ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ ПРЯМОУСОЛЬНИКАМИ, ИЛИ МОЖЕМЪ 
ВМЗОТО КАЖДАГО ВРАТЬ ПРОИЗВОЛЬНУЮ ЧАСТЬ РГО. 

эанётизь это. пои составлензи суммы 6 примень во вничанле 
только внутренне прямоугольники Имфемъ 


= 44 = в Ик ых, 


Но геометрически ясно, что площадь прямоугольника „|. опре- 
дёлится по слёдующеи формул 


РАЙ, — Сена” Мю Чиа Чь) А «АЧь, 
а потому 


ее -Ьн я нь Аз, Ау (9 
До сихь поръ мы предполэгали, что система прямыхъ линтй про 
ведена какъ угодно, подъ единственнымь услов1емъ, что прямыя кахж- 
дой систечи параллельны соотвзтотвующей оси координать Мы те- 
перь предположимъ, что всЪз прямыя каждои системы находятся на 
равномъ ‘разстоянзи другъ отъ друга Въ тако\ъ случаё всё разно- 
сти 
Аз, Аз, Аз, А =, , 
равны между собой, и общую величину ихь мы мохемъ обозначить од- 
нимъ и тёыъ же символомъ Ах. 
Точно также мы обозначимь однимъ и тЁмъ же символомъ Ауоб- 
цую величину теперь равныхъ чежду собои разностеч 
Ач. Ач Ач,, Ач. 


Теперь равенство (4) перепише”"ся въ таком фориё: 


Пе че - вы, к Чью Ах. Ач 


воли жа ды вифотозсимволовь Ах, “у ‚› какъ символов$ про- 
извольныхь приращенай, капивемъ символы @л® , ви › то получим 


4 % =, К дека 99 


4оточе чз это равенство можно перелузать вф та‹ой ворм® 


Пон = бы О му дя Ц 


вм 


что надо читать таз. двоиной интеграль эсть прел&ль стима, 
слараемня. котсрой типа 1 $, м) ам. 
Поэ"ому то двойной интеграль и обозначаютъ эбикнозенно сян- 


воломъ 
Пе ие 


СОНОВНЬЯ СВОЙОТВА ДВОЙНЫХ ЧНТЕГРАЛОВУ. 


Развмотримъ оснозныя сводс“ва дРОоинЫхЪ лнзтегроловъ. Эти 
своиства оказываются вполнф аналогичными своиствамъ обыкновен- 
нихь интерраловъ, Приступая къ доказательству гхъ, 4ы предвари 
тельно условимся въ олёдующихь обозначен1яхь 

Мн предположим$, что ‘нам дана нёкоторая площедь А , огра 
виченная однимъ ‘или НЕСКОЛЬКИМВ контурами С, С С. . Вооб- 
ражаемъ, что данная площадь раздёлена на кок1я-нибудь элемен- 
тарвыя площадки р, № , в).... Внутри каядой площадки р, вн- 
бяраемь произвольно точку, координаты которой пусть будуть &, 

Мк" Торна по опредёлен1ю 


ДП де чу = нь Е а дыре & 
А 


Основныя свойства дзойного интеграла выражаются въ слёдух 
щихь теоремазъ, 

1. ТЕОРЕМА. ЕСЛИ Л, ПЛОШАДЬ №0Й ЧАСТИ ПЛОСКОСТИ, ПО КАКОЙ 
ВЕРЕТСЯ ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛЪ, 10 


Дл = А т 


Въ самомъ дЪла, положим, что въ равенств (1) функитя 
(>, ч ) тожественно равна единиц. Имжемъ: 
Дака > бла, У ры, [2 
На на какзя бы эланентарныя плоладки ни была оаздёлена 
площадь «1 , всегда 


х | = А 
а потому 
Фи, Хы А 
2. ТЕОРЕМА, ВНУТР 1 К х ВОЕГДА ЕСТь НАКОТОРАЯ ТАКАЯ 
ТОЧКА, 0Ъ т $, Ц, 46 
Зем, вы. 0 А и 


Обозначим” через 4 из. наибольшее и панменумзе азъ 
Яцоят 9. 


- мё- 


Вовхь В хь значентн, козорая д.нная функц+я } (х .Ч ) ножет) 


при чз нловади А . Олёдовазельно, при взятом ® 
пивка 1, цв < рю 

а готому 
и Ув, бе и) ке М р. 

иль 


мА +, |<. = к, ^ А, 
Пзоехатя въ предёлу получаемь 
АА = (хм) Меч - МА 
ея асе + 59 
сяЪдователь:0 тн можемъ, написать очвенотво 
Ц [ое 24.4. (5} 


гдъ 4 ноизвзотная намъ величина, промежузочная между мси м 
Но непрерывная ф 


ки1я принииаеть вс№ значеня промежуточния 
ь я наибольюимъ значентями Слёцовалельно 
эть гак1я значентя 5 я Ц, чо 

| .! 

4=18 9) 


Вотевлях это выраженте для” въ ревенотво (5), получаемъ 


ыеЖжду ея НАинЭНЬ 


1200 


19. Вы въ теорфи обыкновенныхь ‘интегралов соотвётотвуеть 
тзорема  оредненъ значен1и интеграла 


5 
кача 4-е] 
ПОСТОЯЯНЯЙ аВоЖИРЕЛЬ МОЖНО ВННОСРФЬ ЗА ЗВАНЪ 


оке фед "ое 4 а 6) 


ы 
Чтобы умножить сумму на какую-нибудь величину, надо вомно 


Жить на эту величину каждое слагаемое Поэтому если С-‘постоян 
чая величина, “0 


Зее нЕ Иди к 


ИвоЗха 


$. 160 


5ъ пр у, ознучимь равзчотзо (6). 
ИН РАЛЬ СУММЫ РАВЕНЬ СУМИВ ИНФЕРРАЛОВЬ 
Дрчскнй = асе ака Де а = чек 9459 
5+ самомЕ деле, воегда справедливо равенство 
Пе. ЧЕ Лам, Ца бык ый ву 
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Перехоця къ поедёху, получимъ тоорэму. 
5. ТНОРНЫА. ИНТВГРАТЬ, ВЗЯТЫЙ ПО ВСВИ ПИОЗАДИ, РАВЕДЪ СУи- 
МВ. ИНТЕГРАЛОВ ПО ВСФМЪ ЧАСТЯМ, НА КОТОРЫЯ РАЗВИТА ДАННАЯ 1#0- 
ВАДБ: 
у уча» < падений «Чена. = С9 
Вообразимз, что данная площадь -А раздфлена на нфкоторое 
число чзотей напримёрь, на три части ®,@ и 
Ивлниь вою площадь А на элементарния пло 
щадки г составляемъ сумму 


9-2, Тов 


гдЪ индекоъ Л показывзеть, что надо ваять 
слагаемня, относящзяся ко вофмъ элементарнымь плоцадкамъ. Ня 
теперь раздёличЪъ олагаемня суммы 6’ на тон группы Въ одну грун- 
пу отнесемъ т3 слагаемыя вЪ Которыя ВХодЯтЪ воё олементорныя 
площадки, принадлекащя части плоскости Ф Другую грунну да- 
дуть слагаемыя соотв®ествуюя илощедкамь части плоскости @ 
Наконець слагаемия, составленныя еъ помощью плоцадокъ части %,, 


$ 


вамъ дадутъ третью группу Получевнья сумны мы мочемь обозна- 
чить такъ’ 


У ) я! лено в 
: оо ры о, пы а вк 
Очевидно, что впоаведливо оавенство 


р ть Вы ЗЫ па, 
Переходя къ предълу, получ 
зана Эна аналогична слздующей тесренв въ теор1и обнкно 


хнтеграловь ‹ с а 
{ 1х - | веди, + [(оэч 
,. `. 


хь равенство (7) и зеорема дока 
ныхь 


ГШАВА Х ВЫЧИСЛЕНТи ДВОЙЗОГО ЯНТИГРАЛА 


Установив® понятзе о двоинихь интегралахь и изучив основ- 
ныя нхь свойства, мы разомотоимь тепесь ч$которыс «етолы ихь ан- 
часлешя 


ЛЕМА © ПРЕДФЛ® РАТЕГРАЛЬНОЙ 67 


Пусть } (х ) данная функнйя, вопреривиг 


- 148 - 


(5,6 ), волуоть (4 ‚6 ) интерваль, лехалий внутрл интервала 
(&,®) 
Выбразъ мехду а 8 промежуточныя числа ч„ и $, , Ностроимз 


ин“егральную сумму $ для интеовала (а  ) 


$ еее би. 8 =, ). 

Спрашивается, чему равень предёль этои сумиы, если при пе- 
оеход& къ предёлу, не только число промехуточныхь чйсель х,бевко- 
нечно возрастэетъ такъ что промежутки между ними безконечно ума- 
ляются, но, коом$ того, & и % прибнижаются соотвётственно къ Аи 

$ , какъ кф овоимф предёлемъ 

Чтобы ОТВфТиТЬ На эт0тФ ВОПросъ, одновременно съ интеграль- 
ной суммой » ‚, построенной для интервала (&“, & ), будемъ оаз- 
снатрикать также интегральную сумиу $ ‚, построенную для всего ин- 
тервала (&,&). 

Зь точки дёлензя интервала (а % ) примень точки ©! в би 
ть точки хх, которыя ухе служили точкали д®лен1я интервала (2, 


- = 4 
удатх м &, в 6 


Ясно, что при такомъ выборф точекъ дёлеязя мы можем пред- 
ставить сучму $ в“ слёдующемъ видЁ* 
$ Зо мб о в) НО в, 4) 
вечедленво хе усматонваенъ, что 
$ ео) 55+ КИ 


ли 


р . 
би =Ко (м-р + ее 


24 = 


ПЛереходимъ гъ прещёлу. Такъ хакъ по допущенаю, било, а. ‚А ь, 


то Ил в 
бе Хоа» _ бк яды 


а потому 
ыы у 
х додал [ фозва и) 


Это равенство и даеть ту лемму, которую мы хотфли доказать 
Слёдовательно. 

ЕСЛИ ПРЕДВЛЬ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СУММЫ ВЪ СВОЮ ОЧЕРЕДЬ ИЗМЗНЯЮТСЯ, 
КАЖДЫЙ СТРЕМЯСЬ КЪ СВОЕМУ ПРЕДВЛУ, ТО ПРЕДЪЛЪ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СУММЫ 
РАВСНЪ ОПРЕДВЛЕННОМУ ИНТЕГРАЛУ, ПРЕЗФЛЫ КОТОРАГО РАВНЕ СООТВЗТ- 
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СТВЕННЫМЪ ПРЕДВЛАМЪ АНТЕГРАЛЬНОЙ СУММЫ. 
Короче же и, быть можеть, яснфе эту лемму мозно формулиро- 
вать такъ воли би. о-о , лм 6-6 , 10 


& й 
фр. рада | фойе 


Счень прост реометрическ1й смисль этой лекмы. Сумма 5 естЕ 
не что иное, какъ сумма площадей вовхЪ элементарныхь прямоуроль 
никовъ, построенныхъ для транец1и о. д Ясно, чЁм$ уже. эле- 

ментарние прямоугольники и чёмъ бли- 
3 жай ооотвбтотвенно къ би %, 


я тЗыф меньше разность между $ и пло- 
ведью трапен1и о.д%4 . Слёдователь 
4 но, предёль сумиы $ равенъ площадл 
трапеций ол —, Накъ разъ это и 
— - 5 УТворядаеть лемиа 


Когда предёля & и 4 интегральной сум 


в 
$= 7. Код 

о. 
вЪ свою очередь стремятся кв хи ь › какъ къ своинъ предзламъ, 
то мн, уенфе точно, будемъ обозначать эту суму. $ такъ 


$- у. окдцо 
5 
При таком обозначенти доказанная лехма выражается равенствочъ 
% ь 
У Зоя = | Че и 
Я 5 


которий имфетъ ту же форму, какъ и въ случаъ, когда предёлы ин- 
тегральной зунми постоянны 


мы 


ПЛОЩАДЬ, КОНФУРЪ КОТОРОЛ ПЕРЕСЗКАЕТСЯ ОРДИНАТАМА ТОЛЬКС ВЪ 
ДВУХЪ ТОЧКАХЪ.. 


Величина двойного интеграла, очевидно, зависить не только 
отв вида подынтерральнойи функцёи, но и отъ шормы тои площеди, чё 
которую окь распространен® ` 

Мы начнемъ наши изслёдованзя, предполагая, что контуръ, 
ограничивающй пловадь интегрраш1я, пересяказтся каждой прямой, 
параллельной оси Ч , только въ двухф точкахь, Такая плододи нызо 
вемъ площадями перваго тиц. Хэкъ увикимъ,’ внчисленае воякаго 
двойного интеграла, оаспространеннаго на площадь произвольной 
форма лерко приводится кт интегрирована Ю 1 площадямь этоге гЕ- 
па. 
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Пусть же требуется вичислить двойнои интегралъ 


5) с 494 и 


распространенный на площадь, ограниченную снизу и сверху кривыми 
Я и 6Ф , слава ве и справа прямыми, пеопендикулярными къ 
оси х въ точкахь диф (черт. ниже). 

Въ частномъ случав, если точка А совпадаеть съ точкой С; а 
точка % съ точкой ® , мы будемь имёть обыкновенный замкнутый 
контур 

Обозначииъ черезъ м ординату нижней кривок, черезъ * ордина- 
ту верхней. Мы предползгаемт, что каждая изъ этихъ ординат есть 
однозначная @ункиля абоциссы Пусть 

меч), меч <%) 

Чтобы получить интегральную сумму, предьлу котооои оавенъ 
двойной янтеграль, мы должны раздфлить площедь интеграцти на зле- 
нентарния площадки и въ каждой изъ нихЪ выбрать точку Это дфле- 
н1е г этотъ вяборъ производимъ олё®дующимъ обоазомъ. 

Проводимъ двз системы прямыхъ, - систему прямыхь, перпенди- 
кузарныхь кь оси х и пересёкоювихь ее въ точкахь 

3, 9, х 
Значэнзя ординать ми у въ этихъ точкахъ обозначимъ соотвёт- 
ственно символам 


=. 


ъ `*- м -- и“ 


м м м м. 
к \, ак, 
Сяфдовательнс, вообще 
мк. > 4 Ск) ча [3 
Прямыя второй системи, неопендикулярныя 5$ озк Ч › пусть не- 
зесвизю2ъ эе въ точкахь: 
Че ‘Зал > 4 4 
45063 в.» вы обозначимъ площадь того элементарнаро прямо- 
угсльника, ‹оторый одновременно принадяежитъ и веотикальной поло- 
0 (хх, „аи } и горизонтальной ( Чи › Чиа }. Въ немв отыЪтимз 
с1чу ст координатами хим, Это оудетъ та изъ его взонинъ 
‹оторая лежитъ лёвБе и ние всЪхЪ оотальныхь. Ясно что 
ет ыы ЧО АА, 
ожихь в, на знамен1е фунюц1и въ рябраннсг точкъ Полу 
ЗииЪ прояззздение 


о. Мы Рки, о, Ч А.А 


Пре 3"о пооизведен+. будем ГОВОбИтЬ, ЧТО ОНО Поиналлежить поямо- 
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УГОлЛЬНИКу в, 

Бели подобныя произведензя „ы составимъ для кеидаго эленен- 
тарнаго прямоугольника, то сумма ихъ водхъ дасть намф интевраль- 
ню сумму, которую обозначиаь чзрезъ $ Следовательно 


3 а, ЧА, Ач © 


При этомъ мы будемъ поинимать во вниман:. „олько в 
эленентарийе прямоугольники, граничные же отбросимъ. На это, к 
мы зидфли, мя ямземь право. 

Наша задача зокл 


въ вычаслензи тредёла сумыы 9 Аля 
этого мн предверительно сгруп- 


пиоуемъ ея слапаеныя въ отяёль- 
= ныя гоурны спФдующимь образомъ 

Жи [ & а 

< а въ одну и зу же гоуипу мы в^- 

| единяемь всё т слараемня, и_ 


только, которыя составлены съ 
& к помощью элементарныхь прямс- 
угольниковЪъ, лежащихъ въ одной 
й той же вертикальной полоске. 
Тэцихь группх будеть, очевидно, 
столько че, сколько войхь вео- 


тикельнихь полосокъ, 
Ны обозначимъ черезъ $, сумму воЪхф т%хъ слагаемыхъ, комо- 
оня припадлежаль прямоугольникамь, лежащииь въ веотикальной по- 


лоск С, ®.. ) я запишемъ это такъ 
2 ое чью АякАМь,, 8) 
ок й 


ВЕ символа полоски служить индокоомъ т символа суммы 

Мы бужемь сокозщенно говорить, что каждая сумма 5, Получеэт- 
‚вя суымированйзуь вдоль соотайтотетюней зортикальной “олосн, 
Такъ какъ ясно что сумма $ равна сумм® вовх» суммъ 3, ‚, то вави- 


жемъ $ х 5. 5) 


ъ переходъ отъ сумиъ $, къ сумы 5 мы условно будень иа- 


»нземъ полосъ. Слфдовазельно, чтобы получите 
ыу. $ ‚ мы должны сначала просумы 


Это: 


ВАЛЬ Су» 


вяы- 


взять суныу ВОВХЪ ИОдОСЪ, 


Приним зна сямволовъ $ 1 $, мы пэрзан- 


эя во внинан!е 
тво: (8) 


емо равано 
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Уре, рвы Ее Ч, р 
Разсмотримъ вьимательнёй внутренне» сумму, т.е. сумму 


5. 4 Че АВ Ч 9 

Факъ какъ слапазиня этой суммя относятся къ прямоугольни- 
канъ, лежащичь въ одной и той же вертикальной полоскй, то во 
всзхь этихь олагаемыхь ки Аз, одни и т же. Поэтому Аж. какъ 
общ1й иножитель, можеть быть вннесень за знакъ стимн 


ы.- [2 Де о АДА <) 


Янь 
10 числа ц, въ качдомь слагаемомь оазличны. Шри этомъ не 
Трудно видфть, что не вов числа 
Ч Ча> Чъ, - Ч” 
входятъ в слагаемия сумни $, ‚ Но только т& азь нихф, которыя 
поомежуточны между Ми ^^, . Чтобь нэ забыветь этого мы можемъ 
записать, что 


9% 
<. - |, я ЧАДА ть 
Теперь равенство (7) перепишется такь 


й Ме 
у а чь вы, чоАа |, [в 
При переход къ предёлу всё Ах, и Ач безконечно умаля- 
ются. Вопр чз ми для ясности поедставимь равэдство (10) въ такомъ 
вар ` 


У =, увы ХВ, Ажы и) 


Рдв, слфдовательно, 
7х. 
Я. = 2.4. ЧоАь, и) 


то становатся очевидным, что „есть факторь при Ах,. Но при 
переход® къ предёлу всяк1й факторъ можно замёнить предбльно-рав- 
нои эму велачинои. Ищемь те, чему поедфльно-равенъ факторъ № . 
воли въ функнфи двухф перэмЕниыхь ин замфкимь х черезъ х, , 
10 со обратится въ функитю одноро пэренёинего, Пусть на время 
еы ф - 04 ©) 
Пои такомъ соо®наченти 


к 
2 В ЬАч ин 


Пусть Зе 1 Ча 4% 
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вс т числа, промежуточныя между „и, , котория входятъ въ 
правую часть (14). Боле точно мы должны бы были написать такъ 


3% 
Л„= р 4 (чу Ач 
ы 


Но такъ какф ясно, что въ предфлВ разности 
М в “ Мк - Ча. 
равны нулю, то мы удержимъ обозначентя (14). 
Согласно съ леммой о предёлВ интегральной суммы, предёлы 
которой м8няются, мы заключаемъ, что 


ка Ах, 
В. | зеерзч == 494 
и такъ какъ воякоя величина предёльно-равна своему предёту, то*) 
дея 4 
в. =| бен у 9 (15) 
зе бек) 


Возвращаенся къ равенству (10). Замёняя каждни факторъ при 
Ах, еРо предёломт, имфемъ 


к 
{>> д \2 ь- б Я ь р чо АА Ах, , 
а потому, принимая во вниманте (15), 


як. 
мт =. Чеурьь- Зы (46) 


* 
Когда лы функиую |х ®,ч ) проиняегрируемь по 4{ между 
предёлами, зависящими отъ %, то получимь функчаю только одного 


э . Нусть на время 
усть на вр г у 


{ с 9 = ир 


пл бе 
При такомз ооо-наченти равенство (16) принимаеть видъ 


в. 5 До Ч рек би Хор А 


Но въ правой части числа х„ промежуточны мехду хи $ . блёхо- 
вательно 


4 
би >. е.. Ч Рек = | сое о 


Замъняя здёсь функцтю № (% ) ея вираженлемь изъ (17) и 
зная; что рёвая чабёть есть искомыи двойной интегра"тъ, получимъ 
теорему. 


*) Энакъ „= читается предпльно-фавчо. 
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3 У Оли ПЛОНАДЬ АНФЕРРАЦТИ ОГРАНИЧЕНА СНИЗУ 
# СВЕРХУ КРИВЫМИ м-Ч(® ) им-у (>), 
СЛЬВА ЖЕ Р СПРАВА ПРЯМЫНИ %-® Их 

то 


уу 


Га. > 


Мь РИДИМФ, ЧТОбЫ ПОЛУЧИТЬ ДВОИНО» интеграль, надо надъ по- 
дын.егозльвой функцтей пооизвести ява поссзыхь интегрирован!я, 
сначала по { , потомъ по ® . Поэтону то пля обозначентя двойного 
иптеграла обыкнссенно пишут два знак» аптеграла. 

Сльдузгь обраевть вни я 

посизводигоя и 


12 Но те, что первоз нитеррированао 
‘завясяыими отъ ® Второе же 
ох пр тоя уче ме 


кду постоянными предёлами 
10 по идеф оно 
колькихь стро- 

з отбросить пбъчоченая различччхв побогнечен1и. Въ самох 


бвть изложено ве н%з 


‚вом группировать сгагаемыя 5$ оазличныя груп- 
рав 5 


- ,. 
Ты чо Ач. - Ее, об А, $) 
а потому. 


О 4, ЧА А 


акъ какъ каждая сум.а въ предёль обоалеется въ соотвзтотвую- 


т 
й интэгралъ, то сначала инфемъ: 


м 


Дрсе оден 1 Е] ее. бра. 


а потому окончательно 


Гая ера 6 


Сревнивая это равенство съ (18), лы вндимф, что интегрирова- 
те по Ч соотв тствуетъ сунинрованаю вдоль полость, а интегриоо- 
ванае пох  суммировантю полосф. | 

Эта связь становится еше яснёе, эслл мн въ равенотвв (18) 
опустимъ иназкоы у Пром 


уточныхь ч1сэль Тогда зъ ожетомь вид® 
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все доказотельство ножетъ быть изложено въ СЯблующихь ивухь с100- 
ьзхЪъ тэкъ какъ 


уе ЧА ву (Ее п Ах (30) 
то въ презёль 


$“ 
Дура уу - [4 4 и) 


я теперь до чрэзвичайности ясно какъ каждая су 
летоя соотвзтотвующимь интегрелемъ. 

ическомь вычислен 
вое вниман1е на правильное у 


ма въ предёл- в5- 


всегда ныдо обоатать тщатель- 
эновлея1э предфловъ каждего инте- 

прьяе. Для эчого полезно оисовать себ слздующую картину вообра- 
хазмъ птовадь интего 


‚пи раздфленной аа элзментарния плоцадки 
мысленно затфуъ выдфлязмъ одну какую-нибудь 
вертикальную полосу, лёвая сторона которои 
пзресёказть ось ® въ нёкоторой, произвольно 
взятой, ТОЧн® %® . Мы воображазиъ, что поло- 


к ски настолько тонки, что шир гхь не пре- 
вышаетъ пирия= чернильной черты. Слёдов 
м * &% тельно, начертить правую сторону полозы фак- 


тически нельзя, потому что она долина ка чертеж$ оляться съ дё- 


стороной. Позтому оодиизте въ точк® х изобоажаеть, токъ ска- 
5, ВОЮ ПОЛОСКУ. 


Йнтегрировая1е но 4 соотвЗтотвуетъ суммирован1ю вдоль поло- 


. Поэтоиу чтобы установить предфля пои интеприрован!и по Ч, 
уы смотримь ВЪ какихь поздёлахь измёняежся ч › если мы будем 
итти вдоль произвольно взятой ординаты Ясно, что м будетъ из- 


ивняться отъ ордичати \ нажней кривой до ординеты у верхней кря- 
вой. Это и будуть предёлн при первом интегрирова 
чемъ эти поедзлы являются функциями х 


1 ро , пра- 


Чтобы чаити предзян интеграла по хх , мы омотримт, въ какихь 
предёлахъ надо изызнять х  чтоон понучить вс% полоски. 
Пусть ’напримрф, требуетсхг вичислить чвойной интегралъь 


раме ео 


распростаненный нл площадь А0%@ , ограниченную лугою параболы 
ц*" 3® 


и хоряой ^% , пересбкающей. ось ® въ точкф х-+А 
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Когда мы идемъ по какои нибудь вертикальной полос ра ‚ 26 
списоа которой х , то мч мёняется отъ-У5» до 
-\3% , Это и будуть пред®лы интегрированзя 
#8. по \  Предзлы же ивтегрирован1я по х будуть 
О я 1, потому что въ этихь предфдахь надо 


2 ю 
изменять Хх , чтобы получить всё вертикальныя 
з полосы Слъдовательно 
^ ПА 
9, \ 
ме рае 
49% 2 пы 
Вычисляя сначала внутоеннли интегоаль, потомь внёинли, наи- 
демъ, что 
Я 5 ое - АУ 
Й т 
405 


УРЪ КОТОРОЙ ВОЯКОИ АЕСПИОСОЙ ПЕРЯСФКАВТОЯ ТСЛЬ 
40 ВФ ДВУХЪ ФОЧНАХЬ 


Пусть илощазь чнтеграи\я ограничена сниз? и сверуу прямыми 
чо хо» 
слёва и сноава «ривыни, уравьенля которыхь 
ли. = == им), 
д \\ аосдисса лввОЙй, АУ - абецисса правои кривой. Такую пловадь 
назовемь плоцадью второго типа (Черт ниже) 

Разсматриваемый случай, очевидно, отличается отъ предыдущаго 
ТВыф, что Е мвняютоя ролями Соотвьтетвенно этому измёняютоя 
я доказательзтво и результать 

Мыоленно` разбивъ площадь на элементарные прямоугольники и 
построивф интегральную сумыу 


$= ое АА Ч 


мы теперь ея слегаемня вруппиоуемъ, соединяя въ одну и ту же груг 
пу 18 изъ Нихъ, которня соотвётотвують эленентарнымь пряноуволь- 
ником, дожащимт въ одной и той же горизонтальной полосв%. Вели 
42ре8ъ 5% обозначимь сумму тВхв олагаемнхь, которыя принадлежать 
полос, зачлюченной нехду прянныи, оодинаты которыхь 4+ Ач, 
то 


5: г ю ЧА 


РА въ правои части во всёхъ слагазиыхь м и Ач одни и тВ же. По- 


- 157 - 


этому Ач модно вынести зе знакъ сумиы. Что ме касается ® , то 
ойъ принимаетъ вс% промежчточния значентя между м. и л-*} , Сл®- 
довательно : 


$ (2 ФА Ау 


и такъ какъ сумма $ фавна сумиё воЗхь сунмъ $; › то имфемь оо- 
новное равенство 


и 
Се ЧА Ач- 4 Аз Ач 
Переходя къ предЪяу, заключаемъ, что 


Фи АА - би, 21 (я доза Ч 


Замёняя ке предаль каждои сукмы соотвётотвующимь инлегра- 
ломъ, послёдовательно находамъ 


мм) 


[фе - ет феодеа 


ар 
Ко 
я | 


а потому имёемъ теорему 


ЯСЛИ ПЛОЩАДЬ ИНРЕГРАПТИ ОГРАНИЧЕНА ДВУМЯ ПРЯУБНИ 
4% < ЧР 
й ДВУМЯ КРИВБМИ 
` м. А УИ, 
то 


Дуо аа = Г. р оч 


Теперь первое гнтегрированте оовержается по % ‚ иричемъ пре- 
двлами интеграла служать фувкд1и ч- Второе внтегрирсванйе по 9 
производится ухе между постоянными прелёлами и В. 

.Раземотримъ прянёръ. Ма уже вачислиля интеграль (стр. 495 } 

== пе 9 
40% . 
распространенный на плошадь, ограниченную параболои м3 и пря- 


*) Чеперь № и М абсииссы 
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мой >. 4 Пр; этомъ первог интетрироъаьле ми производили по 9 , 

второе по х Ко контуоъ этои площади вояхой прямои, параллель- 

кои оси х ‚ пересзкается только въ двухф точкахъ, Поэтому мы мс- 
кемъ нронавести первое ингегрированте по 
х, второе дэ м Мысленно выдфляемъ ка- 


ПРАВ &ую нибудь гооизонзельную полоску @. , 
$ р 


5 ® ордината которой 4 Когда мы идемъ по 
Е . 

ы этой полоскВ, то х мьняется отъ абоциссы 
|. точки 9 до абоциссы точки @ .„ блёдова- 


тельно, первое интегрирозан1е пох ‘ма 
должны произвести между предёлами х из 
Чтобы получить вс® горизонтальныя по 
знь кемёнять м отъ ординатн точки А до ординатн точ 
хи №  Поэъону втооое интегрирование по / мы должны произвести 


ки -\15 и-\5 . олёдовательно, им$емъ 
В 4 


Горы «меди 


`До® в `5 


‚пом, мы до 


два оазличние сп0саб.. вичислензя двоиного интеграла дали, 
а5Ъ й ДОЛАЕ 


было ожидать, одаНф и тогв хе результать 


ПЛОШАДЬ ИНТЕГРАЦТЯ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРНН, 


Имья формуде для выччеленая интеграл» по плошадячь перваг 

и второго типа, ин можемъ вычислить двойной интеграль, . распро- 

стоаненный ня площещь произвольной формы, и момемъ это одёлать 
| двумя способами 


мокемъ раздёлить всякую пло- 
щаль прямыми параллельными оси м , 
на ЕФсколько площадей перваго тина 
Такз, напримфръ, площадь на черт.. 1 


раздвлена на пять площадей перваго ти 
па. Или мы можемъ прямыми, параллень- 
ними оси № ‚, раздфлить данную нлошадь 
4а НЬоколЬько ПлоЩадеи рого типа 

Факъ, наприм®ръ, площадь на черт 8. 


оазд®лена на четяре площади второго 
тяпа 

Вычисливъ инктеговль на каждой ча 
сти площед ВВЯВЪ ПОТОМФ ИХЪ СУНИУ 


ичтегсалт по всей Илова: 
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Что касается до вопроса, выгоднфе ли дёлить данную площадь 
на площади перваго или второго типа, то это зависить отф вида # 
площади, и подинтегральной функция. На практик приходится про- 
бовать тотъ и другой способъ и смотрёть , который Приводгтъ ь5 
болве простымь вычислен1ямь, 

Особаго вниманзя заслуживаеть случаи когда контуръ пловаяя 
пересзкается только въ двухф точкахь какъ всякой прямои, парая- 
лельной оси * ‚ танъ иовоякой прямой, ‘параллельное о-и 4 . Пусть 
р ДС тькой контурь. 


Проводим® дзь крайн я орданаты Аа, 
К % п $ „огпраничизающая контурф слёва и 
% справа. Пусть он касаются контура в 

точвахь А и % —\ы данную глощадь но 


А #еыъ оазсматривать, какъ пловадь перва 
& 5 го типа... Пусть уравненте нижней половя 
ан контура, т.е. кривой 0%, такое* 
ы ь ц- че 
Уравненте ке верхазй полозины пусть бужез 
цач 
По показанному имземъ 
4 чо 
рее оба = С лее дах 9 
ео ыы 


Во, проведя «ра, 


1я аосциссь %@ › л® › ограничивающтя 
контуръ снизу и сверху, мн можзиь разсматривать данную площадь 
кавъ площадь второго “ипе, которзя слёва ограничена кривой САХ 
а справа кривой Ся Пусть уравнентя этахь кривыхь соотв&т- 
ственно будуть: 

ж- ло = 9 


По дочазанному имбема. 
. ле 
| 1 и] вето - | Ц НС 494 {а.) 
Хх А 


въ пеовоиъ © $ мы, должи эгрировать сначала по 4 по 
то4Б по х . ВО втором$ случа чаоборотф, сначала по * , потомъ 


поч - В% томф д другомъ случа предзлами перваро` интеграла слу- 
жать функц1и того перемённаго, по которому интегрируется послЁ 


ПЛОЩАЛЬ 'ИНТЕГРАЦТИ-ПРЯМОУРОЛЬНИКЪ. 


Пусть площадья нчтегрецзи сиужять прямоТпольнякь А лСо 
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сторонами, параллельными осямъ координат. Обозначимъ черезъ о. и 
4 координаты тои вершины А., которая 
лежить лёвфе. и ниже всёхъ остальных 
вершинъ, координаты противоположной. вер- 
шины © пуоть будуть о и 

Данную площадь мн можемъ по желанзю 
разомалривать и какъ плоцадь перваго ти- 
па и какъ площадь второго типа. 
Разоматрувая ее ьакъ площадь первого типа, имфемъ 


} 155.94 [Цеедны м 


Причмфияя же формулу, выведеньую для площади второго тина, наи- 


= 


демъ, что 


в 


5 & 
еее | Це <Я 
Э. 5 ® 


Сравнавая (1) и{2), заключаемь, что 


Колода [де ее, 


и мы получили новое доказательство теоремн ооф лызе! рировайфи по 


ЗЫ 


параметру. 
Не кВшаетъ обратить Внимае 


$ на ту фофму, въ которой можеть 
быть представлено равенство (1) въ. томъ случай, когда подянтеграль 
ная хункцуя предоставляется в вадв произведеаля двухъ функц!и од 
ного перемфннаго. Пусть 
До 4) = 4 С) СД 
изъ (1) имбель р 
о. 
[асом = | (позора 
Ао 
Во внутреннемъ интеграл, когда ин интегрируемь по Ч, 


должны разоматривать х какъ постоянное. Поэтому 4 (> ), какъ по- 
стоянняй иножитель, можно вынести за знакъ интеграла, Имвемь 


©! в 
35; биз. х. 
оеечериеа [ас | ера. 
Зо интегралу 


5 
| зерен 


есть тёкоторый ростоячный множитель ря Ч‘ х ) Поэтому его чоя- 
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но вынести за внакъ иитеррала пох . Иыбем$ 
. В 
[че чераьа -| 3219 | вод 
49 ъ о 
Замфняя вт первомъ интегралё перезённую интегра- 
ц1и ч черезъ х очончательно получаем 


ч ур П 
асы зерааьяи = | чом о аа 
Аз © $ 
Мн вядимъ, что въ этомь весьма частномъ случа двойной ав 
тегралъ равейъ произведен1ю ДВУХЪ обыкновенннхь интеграловь 


ВЫЧИСЛЕНТЕ ДВОЙНОГО НЕТЕСРАЛА ВЪ ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАГАХЪ, 


Мы нашлн методъ для вычиолензя двоиного интеграла разби- 
вая площадь интеграц1и на элзыентарныя птощадки прямыми паза 
лельнныи осям координалт, 

| Производя разб1енйе площади на олементы иными кривыми че 
получим новые методы пля вычислентя двойных интесраловъ. 

Докажемъ предварительно одну лейму Пусть <. уголъ между 
прямнии 9С и 0% изъ точки О конф изъ центов, опнонваемъ 
дугу № радЕрсонь % и дугу @® радзусонъ ме Пусть м пяо- 
цадь фагуры 4330 которую назозень кривымъ четнреурольни- 

э® комЪ; К и« назовемь внсотою и УРдОмЪ 


этого четырзугольника 
Е | Воля уголь 9. безковечно умаляет- 


ы и ся, то м. тоже безконечно умаляется, 
Вычислимъ величину эквавалентную м, 
Такъ какъ площади оекторовз ОА и 
60% соотвётолвенно равны 7% в 1/8 (1+8) & то 
Е чьа +1 Ма. | 
Грехполагаемь что Ки безконечно умаляются Такъ какъ 


^. ь 
чих -1 9. ? 
то 
м 
Ди, г А 


Получаемъ лем. площадь безконечно узаляющагося кривого 
четнреугольника эквивалентна произведен1ю его радтуса, высоты 
и Урда: 


ди = Ах. 


Дигть. ЕЕ 
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Цасяь $ ДЯННа и А% , Тыъ кокь $ ч 


„ то 
де. 


точка врфи1я эквивалентности площадь 
безкокечно ума. 
рнват 


цагося кривого четыреугольника иожно равомаи= 
акъ площадь прямоугольнииа. 
Прелнолсжних зеперь, что мы должны вычислить двойной ин- 


зеграль 9-4 раке 


таспространенний, за площадь А „ ограниченную контуромъ С . 


Азлимъ ппоскость не злементарныя площадки слёдующимъ обре- 
зои$ъ: изъ начала координатъ проводимъ 
систему лучей, наклоненныхь вЪ ОСИ 
подъ углами , ®., ®, „‚. й СТроимъ 
зистему круговъ радлусовф ^“6., “\,.\%,.... 
съ центрому вЪ-0..Всякую' чвать плоокости 
заключенную между двумя смежными луче- 
ми, наклоненевии подъ углами к и®,.,, 
назовенъ сеётор1ьльной полосой (®„, 9, 

азь де плосзёотн, лежащей между ивумя смежными окружностями 
радлузовь , и`,, назовем кольценъ { Ч а }. 

Систенои лучей и круговъ плоокооть раздфаиеся на кривые. 
четирэурольнани. „Симвопомъ ф«,м. Обозначимь то7в изъ нихБ, коточ 


«ить одновременно въ секторутальнои под0с8 (к, ел ) 


и колы С, ;\,, }. Бъ помь возьмемь точку, полярныя коор- 
дината которой г %,. Слёдовательно, ея декартовы координа“ 
1 будуть Тень и и, , а потому та сучма $ ‚, предёлу 

оторой оавень двойной интеграл, представится въ такомъ вкд® 


5= 4 бенско» мо) вы м) 


Воображаенъ, что число лучей и концентрическихь окружно- 
стей безконечно возрастаеть такъ, что раз- 
=Ъры элементарныхь площадокъ безкочечно 
узаляются, Тогда при вычислен1 и предёла 
суммы 5 можно камдую площадку вк к замё- 

5 < нить эквивалентной ей величиной. Во если, 
придерживаясь обычныхь обозначентй мь пою 
ИМ 


„ 


Арто бк Аир ь 


0, акъ ми види, фу, м, Аи, Ав, , Поэтому, вмвото (1), 


ы 
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ми иожемъ резсматоиваль такую сумму. 


а аа, инь Ат, Ао <) 
Волагая ле, для оокращензя Письма, 
1 (оевьу мил. 6] =, 6) 5) 
получимъ 
27. 2, вы) Ал, Вок @) 


Е предёль этой сумны равен двойному интегралу. 

Ма можем тенерь. поступить двоякимь способонъ. Ми можена 
вс слагаемыя сунин У соеданить 35 раеличния групин, оФнося въ 
одну И ту же группу в08 слазёеныя, соотв тотвующя рлементар- 
ны плоцадкамь, „лежащимъ въ, одном и томъ же кольцз. Пусть 

3.= ТФ, оды, 
Сетки 
суина той групим слагаемнхь, которыя принадлекаяъ элементарный 
злонадкамь в кольи® ( моча “Тоещь ачевидна, что $ ревия 
сунмв вобхь $). 
Яро тазой влособъ` воуппированая олагазинхь сумый” $ мы бу- 


демъ говорить, что ми сначала суммируемь по чаждому кольцу, а 
потомъ беремъ сумму воёхь колецъь. ‘Это одинъ способъ. Во мы мо- 
жемъ также предварительно соединять ЗЪ отдзльняя рруппа 308 
влагаемыя, относящ1яся къ элементарнймь площадкзиъ; лежащим 5% 
одной и той. же ‘сектортальной полоск%. Нахдая такая группё даете 
свою сумну #.фумив’ воЗхь ПОДОбнихь. суныь нам дастф ‘сумму 5' 

Поо этот <1000бъ мы. будемъ г воворить;. зто ны `сумиирусиь 
оначала по сектортальнымь подоскамт, ‘в-потомнъ беремъ сумму ихь 
всзхъ. 

Тотъ и доугой сдовобъ, посля перехода къ предёлу, даетъ 
овою формулу для. вичислен1я двойного интеграла . Разомотримь изо 
посявдонательно». 

Вуденъ сумиировать сначала по кольнаме, а потомъ коль 

Предеоложимв, что контуръ с перес&каетоя каждой оЕружне- 
стью радлуса $. тельно въ двухъ точнахь $? н@ , ипуольач 
уголъ наклонентя‘луча 0®`, ай: уроль наклоненая луча 08, 
при чемь < \:. Пусть также , и. наиненьшее я наибольнее 
изъ 18хь значентй, которыя ‘можеть принимать “© т.е пуоть ти 
&. 18 границы, въ которнхъ долженъ изиёняться х.,. чтобн окруж- 
ность рад1уса % перес%кала контура С . для каддаго опредфлеи- 
наго значеная ® точки Ф и @ занкнають опоепфненное подо 1 


16= 


усны Жо ©. и Я инфрте опредзленныя 
значен1я, Оь ивиёнентень © будуть, 


® \ вообще говоря, изывняться и хи в, 
Олфдоватзльна, и Ф есть иёкоторнз 
х — функнзи * Пусть 
и. \ х Ч Зач ©) 
о | ы 5. Эти функц1и мы должны каждый резъ 


цаховить изъ геомефрическихь 


Раземот 


че, ыы АА 


ИА 

э&хь ода азчыхь, козорыя соотвзтотвують кольцу ( н.а} 

Пусть окружность рад146% №, пересфкаетть контуръ С въ теч- 
кахь Чи 8. ЧарезЪ &, в к обозначим углы некдонензя лучеи 
0$, д 99, чъ оси Зогласно(>) 

Чи О, Льяч &) 

Лаз зс&хЬ слагаекыхь, относящихся къ одному т тому же кол5- 

цу ^^. й №: величины постоянння 8 ПоЗОМУ 


в, 2 ую лы, А“. 
Сиань . 
Такъ закъ для получен1я слагаемыхь этой суммы надо брать 
ьеличинь ©, ®., ®,,... только г, которыя пронежуточаы 
иЗиЕУ и р, , то мы Нацивемь, что 


= УФ ь ОА. А, [© 
\ 


Чтобы. получить $ ‚› Надо взять сумму воёхх 3, . Для этеро 


БАДО ВЗЯТЬ 80% ‚Ч. 4. +, Чромежуточния между % 
19. 
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Эта иы“Напииемь ТЖКЪ 
м. 3% 


5-Я» - В вые ВАА, <) 


182 оаечост о 


уча 


Переходимь теперь къ предёлу 
Ао, # А, базконечно умалаются 


ны (ы-е я р, Ак Ач, 


“, 
х чбо 
=. \ < (4 54| Вт = 
ъ Ио 
хе 
( Фет д | 
чей 


и такз какъ = (% }, -ч (т ), то замйияя функц 04 в 
значен1емь, получаем теорему 
Воли контуръ С пересказтся только в® дВухь точкахь всякой 
окружностью съ аеатроне 850 те 


Це ечян- | ен поло дл 


осмотринь еперь что мы получинъ, еси. 
ся « __ х слагвения ауиия 3* будем сначала собисатЕ 
че по сольцачь в по сектораальнямь поло- 


а зонзурь С пересфкается всякимъ лучемь 
ноклоненняме подф углом 5, только в® 
двухь точкахь 9 в Я радёусв-воктори 
которьхь обозначинт через .Ф. г ®. Пусть 
Фа 302), 9 = 48. 
Черезь м, н.5. обозначи 
бязь заключен 
оЗенвый $ сс? 


аНЫН, вы 


которыхЪ доля 
чтобы лузь 


ломь 2, Перео®к 


ЕСНРУБТ, 


во пВ 
5-2 нь, пб ка ны, Ал, В, = 92 (м, м.) Ат Аа 


ЯИУ 


=, (1, ик) Аъ. Ао, 


ох. к 
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Вов эти слагаемня имфють общли множитель 


3х 
Вы; изъ чивель де, №. › Ч уокь +. В7 
НЕХЬ БХОДЯТЬ ТОЛВБО 18, которые промежу- 
точны между, и $. , а. потому ` 
$ 442 496) 
.@_\ 3.- [2 4. вы мое 
в Че) 
Ясно, что сумне 5. может бить представлена такъ 
5, # чек) } 
ты у Ю(, м) АА Во 
3 ь ры ы ы ы 
Слерозательно 
а зе) 
Фе з >| эр сел} В = 
Чью 
4) 
= Ш Зо) 4 ды 
= чм 


и мы потучаемт теорему: 
Воли контуръ пересёкается каждыме лу- 
чем» не бол%е какъ вф рвузъ точкауъ, 


С, 


то 

а 

РАВ И зу боьы | еаны дум) од 
ь < я =, 


Итакъ, мн имфемъ двё формулы для вычи- 
едензя двойного интеграла въ полярныхъ ксординатахь Ивъ нихь 
приложина та или другая, скотря потому, пересфкается ли контур" 
только въ двух точках вли лученъ или окружностью. 

Чтобы легче удержать въ памяти эти формулы, повторимъ до- 
казательство, опуская индексы у буквъ, 
Мы воображаенф пломадь разделенной на 
элементарные кривыя четнреурольники. 
Площадь какого нибудь четнреугольника 
полярныя координаты вершины котераРо 
т ах , ‘эквивалентив 


ола 
Поэтому ДвоРноР интегралъ есть предёлу суммы 


х Я сечы пимлмизулий5. 


Рруппируя слагаеныя въ группы или "с кольцамъ или по секта 


иктегсирове- 


рфальнымЪ полоскамъ, мн въ предел получема 
н1е по м или 19%. 
Внимательное разсиотрн1е чер 


кахдаго интегрированная 
Принёръ. Яус.в требуется вычислить двойной интеграл 


И 4) 99 и) 
по птойаги, ограниченной пряьнми ол р 
63% , наклоненнкхг къ оси ® подъ угча 
и ®, #50, и криьоГ Д% , уревнен1е 


которой 
Ф- 162) [62] 


гредтлы 


Въ полярныхь зоординатачь имЕемъ 

$- [Язон перила по 

Вудемъ первое интегрированзе. производить по % . Когда точ- 

ва №, движется по лучу ОМ , наклоненному подъ угломъ ©, то 
меняется 9110 д0е в потому 

Я г? 

9=| № Зо приз) ый ро 8 
5. о 


Въ частновш случав; есле полествевно $ (<, 4 )=1, 10 
8 равняется площеди 0% Обозкачая эту площадь чесезе 


изъ (3) имземо: о 


м, | = 9 3 [че 


из влотаде въ поларныхь координатахь 


и уы получили выра в даз 
Нримёрт. Пусть Гребуечоя вычислить гнтеграла 


$=П УЕ дц а) 


це цлошади кыуга радлуса а. ‚ центре ко- 


тораго лез 
Эбозначая черезт © к © полярныя воорди- 
1 


4=[ Ма® зал о 4) 


вольнаее редлуса\, 
из всф кольца, 


Интегрируенв скачалё 


(3) 
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Воли же ыы пойдемъ сначала по сокторзальной полоеф 9% 
то % ивняется оР% О де 0%, Чтобы получить вс секторфальныя 
полосы, Вадо мвнять > 5-Е до*5 ‚ Слёдовательно 


1 5%, и) 
3-11, МЕЕтИРь а ды у 


Санфчая, что изъ пряноугольнаго треугольникл са. 
ато ваз алом 2 
р что х=- , чы изк(3) понучаемъ 


> 
о. лоне т, 


9-1 ух аа <) 
силан 
Такъ какъ ОЗ. =олжью, то (4) даетъ 
„Я 
6 - Вт У о 
# 


Замёчая, что 


3 
м утя д -% (08 у 


ия изъ (©) находимъ 
5 7 5 „1 з -Е $ 
&[* з = | о ] 3, Е 
-= _ о © | фо № | (Аб) — С 
3 а зизь 3х 3) з р 
УЕ Е т 
сли же мы захотим вычислять по формулЪ (5), то мы догкя 
найдемъ внутоенн1й интегрель и получиыт: 


[о 
4-2 | «яя ол 0 «о, 
о 


во этотъ интегралъ уже нзсколько труднс ричисгить, Нанротирь 
зная (7), мы заключаем, ч10 
® - 5 
Я& 
{ АВЕ алеык Дл = 
° 
Ин видвиь, что различные способы вычислентя двоиього ин- 
теграль дають намъ возможность попутно находеть величину н%ко- 
торвхъ обыкновекныхь интеграловт. 


ОВОВЩЕННЫЕ ЛВОЙНИЬ ИНФОГРАЛЫ. 


Захончиит обную теорзю двойныхт интег| 8 :02ъ нонят1емт 06% 
обобленинхъ двойныхъ интегралахъ. Такъ называются, во-первыхе, 
т двойные интегралы, подынтегральная фуккц1= которыяь теряете 
вепрерввность вф нёкоторыхь точкахт площали ннтегращи, и во 
вторыхь, $ интегралы площадь интеграц:и «оторыхь безконечна 
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Разомотримь интеграла лерваго тип8. 

Зам тим, что ФунЕЦ1я двухъ перемфиныху мохеть быть непре 
рнвиа или въ отдёльннхь точкахь, вли на рфлоя ливфн Такъ, на- 
примёръ, функция 4. 


3+ 
имзетъ точку прерывиости въ вачал® координате; гдз оне обраще- 
ется въ безконечность По функия 
ЕВ 
аеч® ох 
пьерывна ухе га всех окружности 
у = 


Предполомима же, что данная функц! я их %,м ) прерывна, 
ив площади -\ `, ограниченной контуромф @ , во первыхь вф точ- 
кахь Л, №, °м., в во вторых на ликтаж №; 1, ,:ь 

Окружимь каждую иёт точку чы, 
«№, М>... контурвми 8, ‚®; 9 


2“ 


произвольной фориы. Пусть м, ма, 
м.» ..* оловади ограниченныя эти- 
МИ койтурани 

Каждую изъ Кривых , 4, 
у. .. ваключикъ вт замкнутые кон- 
туры @,, @. 9;,....; пусть %,, 


м, 3. площади, ограниченния 


этими ковтурамв  Обозначимь черезь «\ пловаль, ороаниченную 
оъеружи контуром © , изнутри контураки 9, , 9. ,%.,... ‚@, 
8, @-.. Ол®доват&льно 

А-Я - амокмь... У - (ину +, + 


Ра площаде л данная функц! я ‘уже зепрерьвиа Возьыент отт 


нея интегралх 
#-] о 


по пломади В: . 

Воли контур“ 9, ® %,,..,@, @.,8,, .. будень 
ЯЗЫЖНЯТЬ ТАКЪ ЧТОСЫ ВТ поед#л8 площади мл, М, м... м, 
5 №, .. обрализись въ нуль, чо предел иктеграле 9, 
если этотъ прея лъ Существуеть, называется обобщеннымь инте- 

граломь пс плопеди А $ блёдовательно, по опредфленаю 


ПД бесов = бе | Долин 
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Чтобя получить обобщенный интегралъ, распространенный на 
площадь Л, простирающуюся въ нёко- 
торыхъ направлен1я?ъ въ. безконечт- 
кость поступають слёдующимь обра- 
зомъ проводять пройзвольно одну или 
взоволько линзй 4 такъ, чтобы он 
ограничивали н%воторую конечную 
часть площади Л `. 'Веруть инте- 
рралъ 


36 


= се ое 


3 
и смотряте, если вопомогательння лин1и 4 отолвигеть въ беъко, 
нечность такъ, Чтобы постепенно всё точки площади А присоеди- 
нились кз площади < , то будеть ли интеврель # имфль конечный 
предёлъ. Воли ототъ предфлъ будеть стществовать то эго прин 
наюфь ва интегралк отъ Функнзи по площади <Я 


ЗАКЛЮЧЕНТЬ. 


двойгой ибтеграль вычисляется: ° 
если площадь вьтеграцли перваго типа, 


то по формул 
Форы 96е) 


В 
ГГолраев = [| фе а до 

= чо 
если площадь второго типа то по форму 
л% 


я 
еее [1] оды 

59 
Въ полярныхъ координатахь, въ зависино- 
СТИ ОТЪ ТИНео площади, имфемь 


=. ИО поданы поз учо А, 


№, вечся 


>, Я свя 
о Ма лоаьы= | Коовы пимь из) ДА Обь 


= а, бе 


обобщенные интеграль опредёляются кекъ предёлы отъ непре- 
рьвныхь функиаи по конечеымъ площадямт, 


- м - 
РЛАВА Х1. РЕОмНТРЬЧЕСКТЯ ПРИЛОЖЕНТЯ ДВОЙНЫХЪ ИНТЕРРАЛОВЪ 


Теорзя дзойныхь интерозловъ дает возможность вычислять 
объемы и поверхности т%лЪ произвольной формы. 


ОВЪЕмМЫ, 


Ноложиьь, что иы имфемъ цилиндроидф, ограниченный свер- 
уу поверхностью, уравнен1е которой 
= Ч) 

Разбиваемт н ошадь основанзя на элемен- 
таривя пломедки в › Из”, 6% › ›. И НЭДЪ 
кажасй площадкой Р« строимъ элементар- 
вый целикдръ, объемъ котораго равенъ 

| ее 4) 0, 
г1$ т, ч„-координатя произвольно взя- 
Той ТОЧКИ Не ПЛОЩЕДКВ к . Такъ какъ 
объемъ \Г всего цилиндроила разенъ пре- 
Цфлу суммы воёхф олемептериыхь цилиндровъ, то 


пра би Тай ро я ДВ 


и мы получаемъ теорему 
ВСЛИ '* АНИЛИКАТА ПОВЕРХНОСТИ, ОРРАНИЧИВАЮНЕЙ СВЕРХУ Ци- 
ЛАНДРОЙДЪ, ТО ЕРО ОВЪЕНЪ РАВЕНЪ. ДВОЙНОМУ ИНТЕРРАЛУ 


ео 


РАСПРОСТРАНЕННОМУ НА ПЛОЩАДЬ ОСНОВАВТЯ ВИЛИНДРОЯДА. 
Приложимъ эту фориулу для вычислен1я объема элляипсоида, 
уравнен1е котораго 


м, А 
с 


Верхнюю половину эллипосида равснатривеемъ ‹акЪ Цилинд- 
роидъ; у котооаго боковая повез хность ‘исчезла, Такъ как 


Е 
Х- +С\4 55 


то, обовнача; черезь $ объемъ всего эллипсоида, и-фемъ 


= _ 
- с 
ГД ДВОЙНОЙ интегралъ распространен® по площади экваторзаль- 
него эллипса, уравнензе котораго 


$. 
Е -1 @) 


[в 


= 1272- 
Чтобя вичнелить двойной чтеграЕ 


› мы должны провитесгрире 
вать подинтэегральную функцию 
зли сначала по у, а потомь 

по ® , или вф обратном поряд 


Презположимь, что мы сначь 
ла интегруруэмъ по 4  потомъ 
пе ®. 


Интегрироване поч с00т- 
вЪтотвуеть сумиирован1ю по по 
лескЯ, параллельной ось м 
Ври денномь х, величинам и% 
няется отф ординаты точки «6 
до ординеты точки Л . Эти 
оряннатн, которек обозночимь черезъ м. и \, мы находныь изъ 


уравнет19 (2). 
. +-+ФУА - 55 


служить предёлами при первоу ивзе- 
поедёловь втором интеррацйи по ® 
Еняется 015 -@. дожа.  Слёдовательно 


працли по м 
то ченс, что << 


хо, «62 2 
А 
Ц 5 Е Фа 9 


Прелпсложныт таперь, что ны сначала интегрируем по х. , 
вотонь по М 

Въ такомв случег первое интегрировгн_е по х соотвётолву- 
етт суммироваяйю по поноске, параллельной оси х При этомъ, 
при произвольно давнонт м ‚, валичина х будетЪ изиВНняТься отЪ 
абециссы точки "ло вбоцкссы Фочки “М, т.е какъ тс слзду- 
етъ изъ уравиевая (2), оть-о\4 - % до +04 - 3. Эти величины и 
будуть слух р 


‚. Сзёдовательно 


м) 


м (2) и(4) Произве- 
демф напр. в, первой формул Рычисляенъ внутрен- 
1й интего Номвя, 9+0 при кнтегрироваь1и пс $ надо овасиат 
ривать х какъ посзоязнос, произвсание подотановку 


ц=4 /-& 
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Получаенъ 
3 - 4 
з. 
Су-этЕм ва =) | утех 
Е 
Полавая #5 = ум, , найдеиь, что 
ЗА “= х 
рае ж- | 99'494-=3, 


= потому 


Слёдовательно, объём вгёгс эллипсоида равенъ Е лов 

Задача. 1} Какими интегралами выразится объеиъ т четверти 
элляинсойда огравиченной плоскостью ХМ снизу, плоскостью же 
ол4за? 2) Кавиии зктегралани выразится обтенъ \ тор части эл- 
липсоида, Которая лежит» въ нормальном координатноме ут, бу 
дучг ограничена тремя коорлинат:.ги плоскостями? ` 


Отевтв. МЕ а ча ЗЕ 
о [ета б-р 
бы = % `ь 


Е 
дя Да-а 


ОВЪЕЙЪ ТБША ЧИРЕЗ$ СВЯВИТЕ. 


Положима, что пребузтоя вычислить объемь пёла \", оправи- 
ченкаго ванкнутой поверхностью 5 
‚ Что. всякой прямой, параллельной оси % ,‚п9- 
верхность лересфкается сельк® въ двухф очках и чз0 она рас- 
положена надф плоскостью + | 

Пусть 4. прямая, параялель- 
тая оси 'Ё , лежьшая вн поверх- 
ности, Мноленво. приближаемъ эту 
прямую, пока она не коснется 
поверхности 5 ‚ изатвыь обро- 
димз ее вокругъ поверхности 9 
так, чтобы “она. все время кеда- 


лась этой поверхности 9, ость 
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ваясь параллельной оси * . Получииъ цилиндрическую поверхность, 
описанную около поверхности $ и касающуюся ея вдоль нфкоторог 
линии ©’. Эта линза б'. -дёлить поверхность 5 ‚ Ва дв& подови- 
ны на Нижнюю 5, и верхнюю 5. . Аппликату первои обозначимъ ч6- 
резъ %,, второи - черезъ %.„. Пусть © проэкцёя коизура @ на 
плоскость (%,ч ) 

оно, что объемь \\ нашего тзла равенъ равности объемовъ 
цилиндроидовъ, ограниченныхь овёрху поверхностями 9; в $4, & 
потому —_ 

дао и 
© . 

Этой формул можно дать простое. геометрическое толкован1е. 
Пусть контуръ С пересёкается прямой, параллельной оси \’, 
только въ двузъ точкахь, Мы имфемъ: 


уча, а 
© 1 


28 \ и Чхординаты коттура се. 
Разсмотримъ внутренн1й интеграль 


О 
“ -й С 4 8) 

Обозначвиь через %„ плоскость, перпендикулярную къ оси» 
въ какой нибудь точкв ® . Эта плоскость пересёкаеть поверхносте 
по нёкоторбй лини 9а%$ —. Пусть м площедь, ограниченная на 
плоскости ®, контуроме. ФА. $ Ми будемъ называть эту пло- 
щадь плошадью сёченя. Очевидно, что ^_ есть нёкоторая функцля 
%. 

Когда мн вичисляемь интеграль @ , то х. должны разоматув- 
вать какъ постоянное. Поэтому въ (3) %. и, мы должны раз- 
сматривать какъ функифи только М, приченъ %., служить апилика- 
зой`дин1и 39» ,‚ ах, - аппликотой лини 95. , одбховательно 
изъ интеграловъ р 


а Гм 


Ч 

первыи даетъ площадь трапецтл “Рая. №, а второй площадь 
трапеции №38. ‚а потому = м. . Теперь [9 дает 

& 

= | пою, то 

а, 

и мы получаемъ теорему: 
ЕСЛИ М. ПЛОЩАДЬ СЗЧЕНТЯ ЛАННАГО ТЪЛА ПЛОСКОСТЬЮ, ПЕРПЕНДи- 
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КУЛЯРНОЙ {Ъ ОСИ х, , ТО ОВЪЕМЬ ТВЛА РАВВИЪ 
6 
| дл, их. 
о. 


ГДВо + ТВ ПРЕДЬЛЫ, ВЪ КОТСРЫХЪ ИЗНЯЕТСЯ ©. 
Какъ примфръ, вычислимъ объемъ эллипсоида, уравненле ко- 


терего =” ч* и 
а = 
ой 4% 6% 
Равсметоивая хпостоянньме, получинъ уравневйе эллипса с8- 
я чен1я, которое можно представить въ та- 
КОМЪ ВИДЕ 
и? х* 


. ЧЕ” 


19 Тетерь ясно, чему равны оси эллипса с$- 
РАЗКОА ченля, а потому 


5 л= фе {4-35 
Сявдовательно, для объема. ЛХ воего эллипсоида ичфемъ 
`^. Я е. 
м - Куда = ее 
ИОВЕРХВОСТЬ. 


Теорзя дройныхь интеграловъ даетъ возможность рёшить за 
дачу о вычислен1и плошади любой поверхности. Вусть по прежнему 
3-4, 
уравненае н5которои поверхности $ и пусть $5’ часть ея, ограви- 
ченная кахиме-вибудь контуромъ с', проэкц:ю. котораго” на пло- 
Скость 4 обознечинъ черезъ с. Надемь формулу для вычисле- 

ная площади поверхности 9’, 

Аля`этого мы сначала опредфлинтъ, что разумёть подъ пло- 
щадью поверхности 5". 

`отмчаень #% $ достаточно большое число точекъ, располо- 
женныхь какт угодно, и соединяем ихъ между собои прямыми 
такъ, чтобы получить многорранную поверхность, грани которой 
били бы треугольники. Такъ какъ вершины этихъ треугольннковъ 
лежать на поверхносфи 5, то построенная такимъ образомъ но-. 
верхность будет вписана въ данную поверхность $'.. Обозначимь 
черезъ 0, ‚ 4, , 4...» пложади всфхЪ т@хъ треугольниковъ, 
которне. служатъ ‘ея гранями; ий пусть @ ихь бумка 


Чай ок 
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Слёдоватезько @ есть площадь вписанной многогранной по- 
верхности. 

Мы предположныь теперь, что число точек, отмфченныхь на 
воверхности 3” безконечно возрастаетъ такъ, что равстояй1н меж- 
ду ними безконечно умаляотся Въ такомъ случаев чиоло граней 
вписанной поверхности тоже безконечнс возрастаетъ, причемъ рез- 
ифря граней безконечно умаляются. 

Докажемъ, что при этихъ услов1яхь площедь @ вписанной ино- 
зогранной поверхности стремится къ н®которому, вполнё опред%- 
пенному предзлу, совервенно не зависяюему отф того, какъ впиен- 
вается многогранная поверхность и по какому ‘закону возрастаетъь 
чиоло ея граней: Этотъ предфдъ мн и примен® за величину плона- 
дн поверхности `3' 

Вычисляенъ @ . Вск точки служавля вершинами чногогран- 
нои поверхности, спроектируемь на плоскостЕ 54 . Въ такомъ 
случа каждый треурольникт, слухан1й гранью вписанной поверхно- 
сти, спроектируется тоже нёкоторымъ треугольникомъ. боозначинь 
через» вк площадь того-треугольника, который является проекцтьй 
треугольника 4». . Ин получимъ на плоскости %\ систему тре- 
утольниковъ р,, а, 4....., Которые покроюту всю внутреннюю 
часть плоскости, ограниченной. контуронъ @ . Остенутся непокон- 
твыи” только нёкоторыя части около контура 6 . эти чзоти и тре- 


УРОЛЬНИКИ 3, бу ми можем разсмелривать какъ злемен- 
тарния илощедки, на котория ‘раздёляетсРт часть плоскости, огра- 
ничеённанконтурсмь ©. ". 

Иввёстно, что пломадь проекц1и равна оленади прое<хтируемой 
фигурв, помножённой Н& косинусъ угла иежду плоскостями проекцзи 
и проектируемой фигуры. Поэтому, есди черезъ {мы обозначииь 
угол между плоскостью хч и плоскостью‘ треугольника 9. к, то 


Век к, 
Следовательно 
._ 
=, 
& потому 
© =Я:4% =», я (4) 


Но уголж-ыежду плоскостями ревенъ углу. между перпендикуял» 
равя`к» Нииъ; блёдовазтельно, уголь ро есть уголь иежду совю # 
я перпендижуляромф-къ плоскости треугольник @,. 
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Зыбереиъ въ треугольник? „какую-нибудь вершину; пусть 
это будетъ точка %, . Построниь въ ней перпендикулярт $%4к КЪ 
плоскости трехгольника &м и’нормаль 3. кз поверхкости $, 
уголз' которой съ осью & обозначииЪъ черезъ {«. Пусть, нако- 
непт) $, та вериива треугольника к ‚ которая является пооеки:- 
ЗЙ ТОЧКИ У ‚ Координаты точки Эк обозначиыъ через$ к ий Ми 
Зам%тине теперь слАдующее. въ 
предзлЗ т дв стороны треуголь- 
НЕКа ко котервя проходять че- 
резф точку к ‚ обратятся въ ка- 
сательния в1 точкв $ къ поверх- 
ности. 5‘ Поэтому плоскость тре- 
урольнике 4, совпедаетъь въ предё- 
лв 0% касательной плоскостью къ 
поверхвости 5' вр точка 7. бла 
довательнс, въ предёл® направле- 
ня перпендикуляра ЗкЧь И норыала 
$к{к бовпадают® Поэтому раз- 
ность А д 


Се 
въ предёл® равна нулю. Это значить, что велич 
предёльно ны. 

Зам Тивь это, возврвтинся къ фориуле (1). й 


. : А 
Флно, ба бни, 
ввуь Г” 
Замёняя зе каздна факторф предфльно-рёвной еъу величиной, 
получаенз: 
д 
би [3] 
® 
в, @. у. р, в 
Нусть {^ уголь съ осью * нормали въ какой е 
в 


№ ‚, коорденатн которой ® 9 5%. Очев 
3 5 е”ть 


о, что 8 тавже 


ак жв ц › Р золн 


__ = 48,4) , 3) 


ТО 


Винаеч» сд: 


а 
к $ ЩЖ 


4 равенство (2) 
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Ва основанфи опредёленТя двойного внтеграла, ны заключа“ 
А) 


в [че фе 4 [0 
6 


Итакт оказнвеетоя, чго @ имфеть вполнй оноеделенный пре- 
Прикимзя этотъ предфлъ за площадь поверхиоств $ и 0бо- 
эту гломаль черезъ <, получаент 


994 
Я че ра = © 
6 е 
чтС если уравнензе поверхнсстт 
я. 4) 
и 
з, 
- 5-4 
р а 
о А 
у Улевтча* 


Поэтову (5) ‘ерепинется вт такой форы% 
Л Деве ай а 


„ получаенъ еофену: ПЛОХАЯ: $ ПОВЕРХНОСТЬ 5' ‚ ОПРЕДЬЛЯ- 


+ ФОРИУЛОЙ 
(1. крена ЗА 
с 


ГБ ДБОЙВОЙ ИНТЕРРАЛЪ ВЕРЕТОЯ ПО ПЛОЩАДИ ПРОЭКДТИ ПОВЕРХЬОСТИ 
5° ВА ПЛОСКОСТЬ 34 
Мы видит, что задача о вычисленли плошади произвольно 


ваяЗой. появохности сводттоя въ задачв о вычислени двойного ив 
теграла 


0 БЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩИХСЯ ПЛОЩАЛЬАХЬЕ 
Докаяемъ слёдуюную лемму которон часто пользуются въ фи- 


зиь# и механик 


ДВОЙНОЙ ИНТЕРРАЛЪ ОТЪ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНЕЦТИ, РАСПРООТРАНЕН- 
НЫЙ НА ЕВЗКОЛЕЧНО-УМАЛЯЮЩУЮСЯ ПЛОЩАДКУ м. ЭКВИВАЛЕНТЕНЪ ПРОИЗ- 
ВЕДЕНТЮ ЭТОЙ ПЛОМАДКИ ВА ЗНАЧЕНТЕ ФУВКЦТИ ВЬ ЛЮБОЙ ТОЧК® ЭТОЙ 
ПЛОЩАДКИ. СИЗВОВАТЕДЬНО, БОЛИ М. ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЕТСЯ ТО 


И 1 Ч) бед = Фо и. и) 
“ 
748 (х м ) ПРОИЗВОЛЬНО ВЗЯТАЯ ТОЧКА НА ПЛОМАЛКЗ 


- 179 - 
По теореме о среднем значензи интеграла 


ох уаиу = 16 уч «) 


“ 
ГДЕ ( Е ‚\ ) координать вЁкоторог, вообве намъ нерзв®отной, 
тоски внутри площадки м. . 

Пусть (<, Ч ) произвольно взятая точко на тои же пло- 
задкя \^.. Такъ как въ предфле эта площадка обращается въ 
точку, то предёлъ разности 3 (ви )- 4 { $ Ц ) равень 
вулк. Поэтому, замёняя во (2) дакторъ 1 $, д) предёльно 
равнои величиной 4 {», м’ ), получиыъ (1) 

Замфчан1е. В$ лёвой части (1) символв № в Ч обозначаютъ 
эргументы функцли., Поэтому, по существу, эти жа 4 не им ютъ 
никакого опредфленнаго значен1я; они тольго могут принимать 
различныя значен!я Вь правой же части м им имфютоя нёкоторыя 
знечен1я, потому что они-координати вбкоторой точки, хотя и 
произвольно взятой на полщадк% \., но воэ-таки уже такъ или 
иначе взятой. Слёдсвательно, 81 соотномен1и (1) сянволы ® и ч 
вЪ каждой чести г°раютъ сообую роль. 

Пусть теперь \\ площедка н®ксторон части данное поверхно- 
сти, ограниченная контуронь @ . Черезь мон @ обозначаыь про- 
экцзи на плоскость (%, ч ) площайки и контура @ . бохра- 
няя прежейя обозначеная 


А А 
“фе = Улан › ра -465$, 
иыфемъ 
пе ана че ана 
ма [5] 


Пусть площадка 1, а слёдовательно и 
м. безконечно умаляются Согласно въ 
деммои, имземъ 


пя (ем, 


2.6- 


мые екут 
гдё { уголь еъ осьз № нормали въ какон-нибудь точке 3 на плс 
цадк® т 

Площадке 4 есть часть кривой поверхности Вообразимъ на 
вреня, что эта площадка есть плоская площадка, расположенная 
въ пространств танъ, что плоскость ея перйендикулярна къ нор 
мали вв точке $ . Въ тако случав уголь |} был ба углонЕ мех 


с ПЛО: 


„(%, 34), а потому про- 
; плоской, зоплояедкя у на плоскость (3%, 
тер 


Я РО внимёнте это и ра- 


ЦЕЧНО УБЛЕЯЕРЫЙОЯ КРИВОЙ ПЛО 
ЗН1Я ЭКВИБАЛЬНТНОСТИ, РАЗ- 


ПЛОВАЯКИ. 
всякую безконечно умаляюнщуюся часть по- 
ив позерхностя, Следовательно 
вОСТИ, ВСЯКТИ РЕЗКОНЕЧНО- УМАЛЯЮ 
&Р ОЕ ОВЕРХЕОСТИ КОЖНО РАЗСИАТРЬВАТЬ КАКВ ПЛО 
пОСкОСтЬ КОТОРАРО СОВПАДАВТЬ СЪ КАСАТЕЛЬНОЙ 
Свой ТОЧКВ РАЗСУАТРИВАЕМАГО КРИВОГО ЭЛЕМЕНТА 
зе внолнь совиезлеетт ст нашинъ грубым». пред- 
соотв. Волкея очень малая часть кривой по- 
представляется куссчкомъ плоскости Читатель, ва, 
зьтать, хотя понедобутся он рамф ве скоро 
ользоваться ля бнстраго вывода формулы для по- 
верхностн любого типа Разсужлаемъ 
такт” пусть требуется вычислять поверх 
кость $, ограниченную контуром, то 
кая ксторере ва плоскость (3%, „4 ) 
есть Разбнвьвнъ всю нове 
вость $ на элемента урняя ПЛОЩАДЕЙ, 
Пуотьдм оциа изъ ввхь у Пусть р уволь 
5+ осью ворыеле въ какой-нибудь эя 


в 5; ь Аки проэктеруенъ на плоскость (%, 
ч ). Пусть вообше 94” проэкд1я птоледки г Очевидно, что эти 
: Ъ ВСЮ ПЛОБРЛЬ, СРО 


й . с 
ванную контусомъ 


Зе ибройн = и) 


вофхъ Члг , а потому, 


эс всно, что 5 равно 


.сй =: ЖУЗИЕСИ у2% И и 


5-е 


или оазсужкаенфъ так 
тарвую площадку дд . 
ВЕДКЕ би `, 


плоскость (%, 4 ) беремъ злензн 
ней росположега ‘элементарная п; 
я ем, т.з. УЛерн ай 494 а пото- 


5 


о тусы | ды 


с 


Но такой коротк1й ВЬВОдЬ ВоЗы 


Т-ГО, 2&2. 
ъь доказали, что безконечнс умаляюмуюся кривую наошедеу ножне 
разсматривать какф рлоскую 


ГЛАВА ХТТ ТРОЙ 


трахъ пера 


которые, примёневь 
привели 


1язт одного # ДРУХЕ перен 
Двойномт опред. 


еррал 


{ЧВЕНЕГО 60 ВОТ 
поверхЕсстяни, и`пу 


1 (и, що %`) функыя т 


нхе, непреривнйя во 


вЕфхь точкежь, дежащихь вруфри деннаРо объейе влч Н& ге повегх- 


Есоти. 

Дальмь дат 
вольной формы. 
..аи, й будемъ ихф вазы 
эленентани 

Внутри язи па ‘новерхноста КЕидаго“влементь \. выбираем 


51 на достеточно малая частей произ- 
сбозпачиыф окыволени ‘М М”, 9 


ъ 
втЬ элеузнта или Просто; 


вл оальн» 


лахъь (9 обной стороны под 
ниченниую 60 всихь спофонт, 


обикновенио нсзывовтся. 180» 


с число, ие 


ваняыхе фпаснь, нь Нобота 


стон. ванинаемо? о, я ЕЙ 
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произвольно точку съ координатами &, , Ик, ®, , и помножаемъ 
этоть объемъ \\, на значенте данной функифи въ выбранной точк%, 
Получим произведензе 


о печь. 


Пусть 5 сумма всзхъ произведен1й, составленныхь подобнымъ 
же. образомь съ помощью каждаго элементарнаго объема. блёдова- 
тельно 


я р аи, Ад нь 


или, короче, 
ЗЕЕ, де ль 


Если же символомъ № ин обозкачимъ общуй типь элементар 
наго объема, называемого такхе дифференцзальнымь объемомъ, то 
сумму , м5 можехъ представить въ такомъ видё* 


$ теч #) + 


ГДВ ПОДЪ Х, Ч ‚ мы должны разууёть координаты какои-нибуль 
точки, зехащей внутри объема 6" . 

Вообразимъ теперь безконечныи процессъ, заключающзйся въ 
томъ, 410 оть одного дёлен\я тфла нь элементы мы переходинъ 
къ олтдующему дёлензю такъ, что равыфры *) элементовь безконеч 
но умаляются Въ такохъ случаВ сумма 5 становится суммои безко 
нечно ‘умаляющихоя слагаемыхь въ безконечно возрастающемнъ числ 
т.е. становится интегральной суниой. Предёлъ ея называется 
тройнымъ интегралом отф функц и 1 ®, Ч ,х ), распроетра- 


4 
неннымЪъ на данньй объемъ, и обозначается или так® 


Ц Деу 


или, Короче, такъ 


|Пельм 
я 
РД, ВМвоТО СИМВОЛ дих „ можеть быть. боставленъ всякзи иной 


символЪ, избранный для обозрачей1я типа’ элементернаго объема.. 
Внизу ка интеграла часто приписывают символы, которые долж 


*) Роэмтбомо тъла называемь олину наибольцеи хофды, которую 
ноино улонить между овуия почнаии поверхности, отраничивающеи 
юъло. Сапдовательно, нопфыиьфь, бля пофоллелипипеда фавиьръ ра 
венъ олинь ето Офазонали, 


ни указьвать на тотт объемт, по которогу берегся интегоаят 
Слановательно: 


ИФ ИНТЕГРАЛ ДАННОЙ ФУНИИТИ, РАСПРОСТРАБЕВ- 
М ПО ДАННОНУ ОВЪЕНУ, НАЗЫВАЕТСЯ ПРЕДФЛЬ СУМЫН ВОЗХЪ НРОНЗ- 
ВЕДЕНТЯ, ПОЛУ УЫХЪ 015 УМНОЖЕНТЯ КАЖДАГО ЭЛЕМЕНТАРНАГО 08$- 
БИМ, НА ЗНАЗЕНТВ `ФУНКЦТИ ВЪ КАКОЙ-НЕБВУДЬ ТОЧКВ 2700 ОЕЪЕХ. 
ДГ ецом и Ноу нра 
д} 


Разсматрнейя сум 


5-21 бы ца Зв) 


ся, ЧТО МН 


ив 69231 ТРУДе У ялтели №, есть «я элементы ин 
загран м, а иНохнтехн 1 ю Ин, 6, ) эя факторвь. 
Если ВНУТРИ 06 У» виботс точки (54, Яко бк. ). НЫ ВЫ 


у ( БА И’ 5.) 03 $ получите нс- 


я. ть 


Но так накъ тоз 
да нутри ‚ЗЕН оро и 
равыёри эл 
что ревность 


Иня ба И СЁ, Кн об, ) 6 
2я тарнаро обтена И.тТАКТЪ каку 
‹свечно умаляются, то ясно 


 ниа- 16 д 


ВЬ ПРЕДЛ равна нулю, Следовательно, суммы 5 и $ инфютъ фак- 
горами дАльно-фавныя ды. инн, & потому, пе РТОрому принци- 


ыы Ди - Выьь 


Такъ ый убёждвехся, что предел суммь $, 
трокного иБтеграле, не зависятъ отт выборе точек 
ментарнихт объеновъ. 


е.. величина 
втутрР сле- 


ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕНТЕ ТР 


ТФроинон ивтерграля иы% 
вь томъ случа, корда подя 
ВЪ санонт ДЛЕ в ОЗНОВНОЕ 


Л 1 вби В Е чад 


арнмено: Фуке 1 Боонво ной. ей 


фра бью Вых, 
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Во сумма ВОЁХЬ элежентёрныхъ объемовъ очевияно равны дан“ 
ному объему х а потому 


Мы г 


в мн получаем теорему  ЧРОЙНОЙ. ИНТИРРАЛЬ ОТЪ ФУНКИТИ РАЗ- 
НОЙ ВДИНИЦ® РАВЕНФ ОБЪЕМУ ТОРО ТВДА, ЛА КОТОРОЕ ОНФ РАСПРО- 
СТРАЕЕНЪ» 

Но въ сощемъ олучаф, когла подынтегрьльная ффиецая нё рае 
в, тройной интеграль пе инфать геометрическаро -вноче- 


УЕХАН/ЧЕСКОЕ ЗаАЧЕНТС ТРОУНОГО ИЕТЕГРАЛА 


Тройному игтеграяу ножеть быт® приленф простои механвче- 
СЕТЕ СмНСлт, 
Пусть в: 


е т%1о Возьмёмъ внутри его какую 
® и мысленно видфлинъ изъ ‘т$ла 

достаточно малый объект У Тань, что- 
‚ © была внутри эго. Подобнымь обравоьъ 
Ё звыи обтемъ буденъ называть объеномъ 
98020 сли т-масса заключенная вну- 
три ег., т зелечина 


те. величина отвошентя массы вощества къ тому объему, въ ко- 
тобохъ она ‘захлечена, называется средней плотностью ‘вешества 
-въ разоматриваеномъ объем$ ” - — 
а: чтс обфемъ \ безконёчно умвляется, 
ве АСТНСОтИ безконёчно уналяющагося объема 
ОТВОСТЬЮ БФ ТОЙ точк$ тфла, въ Которую вт ‘пре 
< ляющйся объем», 


+ 


ПОНОС тсчкй № ‚ ‘то 
= 
= 
и. 
д 1, 


чи. =8\ . Получие иъ теорему. 

\, ЗАКЛЯЗНИНАГО ВЪ ВЕЗКОНЕЧВО УМАЛЯЮЯМОЯ 
ПРОИЗВАДЕНТЮ ПЛОТНООТИ ВФ: КАКОЙ-НИБУДЬ 
ЛРЧИНУ САМОГО ОБТВИА. 
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Разомотринъ теперь слёлдующую задачу. пусть требуется вы- 
чил81ь. массу Неоднороднаго тФла, зная его пяотность 9 в каж- 
дои точк®. Слзловательно, © есть н®которая фувк 
точки Пусть 


1я координат® 


$-К=чо 
Двлимъ твло на элементарзне сбаёыы 
Феи, 


насоса вешестве. вт сбъен* №, . Возвр ©, пастность 


въ какой“нибудь точкв ( к Ч», $.) эторо ‘объена то вакъ 
ка видела, 


Чо еек Ме бк) © потому 
р, и} 


Нели теперь №- касса воеро 1л8, то. 


ЗА аль Ее: 


лаь, 


а 


а 2 бен > 
и это равенство справедливое при. всяксыт ‘двлен!и: на. эломентер- 
НЫЭ СбЕ5чи, будете справедливо -В% предзле: 


А - А, Пт 


Замлеяя ке "к эквивалентисй величенсй, Пс 


сел РД лба Чаи оф 9 


Но, `Но определению, правая часть есть тор 
уоиу тезреюь: 

#4004, ЗА 
ГРАЛОХЪ, РАСПРО 


иктеграяь, 2 по- 


АЯ ВЪ ОЗЪРИВ, ВЫРАНАБТСЕ ТРОЙНЫЕЕ ИН 
: а `В ВЫВННО 


а= т ел зу 


Г К хм. : )-вА ОТВОСТЬ ТЕЛА ВФ РОЗ ( ®, %,%.). 
Какова, ба ни бала давныя функдя 4 (5 1 ;% >), кн всев 


да искенъ вообразить себь Во плслность которзго ‘вт какдой 
точк равна зниченти данной функцуй вл этой т 


&- Фовирю 


Следовательно, всяк 
точки зренЕ 
Ем 


съ механническ 


3 массу нёкстораго 


БЛЕНВНТАРНЫЕ ПАРАТЛЕЛЯНУТЕЛЫ, 


Пока мы ‘предполетели, что элементарние объемы, на жотэрые 


= 159 - 


мы дёлили наше ?т8ло, были произвольной формы. Оказывается вы- 
годным выбрать ихъ слёдующимъ образом. 

Установивь въ пространств прямоугольную систему ‘Декарта 
выхЪъ осей координатф, мы проведзмъ систему добтёточно близкихъ 
другъ къ другу плоскостей, пернендикулярнихь къ оби ® Этими 
плоскостями наше т8ло раздфлится на части, которыя мя будемъ 
называть слоями т®ла. 

Вторую систему плоскостеи проводимт перпендикулярно къ 
оси <, Этой системои каждый слой твда разрёжетёя на’части, ко 
порыя чны буденъ назувать столбиками. 

Наконець проводимъ третью систему плоскостей, перневдику- 
чарннхе къ оси % ‚, Этими плоскостями каждый столбикъ разрёжет- 
ся на элементаоные параллелинипеды. 


Йтекъ, тремя системами плоскостей, перпендикулярныхь къ 
осямъ координатъ, мы раздфляемь пространство, а вмёств съ т$ыъ 
= наше тбло, на элементарные параллелипиледи, которые естеот- 
© заспадаютсч на три класса: на внутреня1е, внфин{е и гра- 
нучрые, приченъ греничнныыъ парзллелипипедомъ мы называенъ вся 
нараллелипипедт, который инфетф хоть озну общую точку съ 
поверхностью объема. 

Докажен 


‚ Что если разыфры элементарныхь параллелипинелсь“ 
будутъ безчоньчно ‘умаляться, То сумма граничныхь параллелипипе- 
деве вт поелтл? обращается въ нуль. Для простоты предполонинт 
что ТЁлО ограчачево только одною поверхвостью $ . Какъ ‘уви- 
димъ, докозетельство ве зависить отъ числа поверхностей, огра- 
ничавающихт данное тало,, | 
Пусть наяб нзъ разызревь элементёри 
| яеховъ.. Ворбр 


эзхъ параллелипи- 
УЪ, Что Во ВСЯКОЙ тОЧ- 
КЗ р данной поверхности $ построена 
Е, Нё которой откладивёент, по ту 
урую оторону 975 о ‚ ‘отравки ВР 
вв’. длиною равные ^ оли такое по- 
й строен1е У5 сдфлаенъ для каждой точки в 
, поверхности 8`, то ясно, что точки в 
въ свсеи совокупности дадутъ нфкоторую 
поверхность 3*, внутри которой будет заключена данная поверх- 
ность $ , точки же р дадуть-н®которую поверхность $ , лежащую 
внутри $ . Пусть © объеыъ той часть просеранства, которая за- 
кяючена между поверхностяин 5 и 5’. Эта часть пространстве 
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иизеть. видъ слоя, за толивну которего ми 
:Пеонетрически ясно, что вой г 
сумну которыхь обозвачеит через 4 
потому 
4-< 


Ясли же заставемЪ величину ‹^. безконечес умаляться ас счевий 


но, что дне о 


Сларовательно, также ии =0 ‚ а потому теорема: 

СУМИА ВОВХЪ ГРАНУЧНЫХЪ ЭЛЕМЕНТАРНЫХЪЬ ПАРАЛЛЕЛИПИПЕДОВЪ 2Ъ 
ПРЕДАЛ РАВНА НУЛЮ. 

Опираясь ва эту теорему, легко дока 


‚› 3% пр. вычколе- 

цзи тройного интеграла, какз предёла сун 

праничныни параллелипепедами, В% саном д 
5 


можно превебрегать 
‚, составим сумну 

Эбозначные череъь ^,. 05 
параллелипипеда, в черевь У. обн1 
параллелипипедовь, которые лежатф внутри псзерхности $ 
Каждыи °, даеть для сунмы $ слагаемое типа 


р злементарнагс 
й типъ т5хх частей граничунхь 


с Их бе Ть 
Каждая хе часть \ даетъ слагазмое типа 
1 Ч ВАУ 
а потому можно написать что 
$ С ци вюте =" и 
ТдЪ 
= Щь УИ ь (9) 


Пусть А.-наибольнее эначензе модуля функаЁи ] (х ч,% ) 
3ъ разсыатриваемой области Слфдовательно; при всякомъ Хх ч = 


Пе 
2 потому ивз (2) 
\} Е^Оа,, 
Тэкъ какъ ва предвлв сумма всЁхь гранччныхь перазлелипине- 
до8%, т35 болбе частей ихъ равна нула то 
У =0, 


и изъ (1) сяфдуете, что 


Доза би, ОА Иа Ты 
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& потому; теорэма. ПРИ ВЫЗИСЛЕНТИ ТРОЙНОГЗ ИНТЕГРАЛА КА. ПРР- 

ДЕЛА ОУМНЫ; ГРАНЕЧНЫМИ ПАРАХДЕЛИПИЙВДАМИ ЧОЖНО ПРЕНЯВРЕГАТЬ. 
`Олд®доватзльно, въ дальнАйшемь, мн можемъ на греничные ца- 

раллелятапода из ть мичакор? особъго вчаманАя. 


ОЕСЗНАЧЕНТ" ТРОИКОГО ИНТЕГРАЛА 


зря Но личной 


ХАОНчООЫ, 


АН аррз 


`подынтегральное вырах 


„то три; 


е зсегда- должно ‘изображакь 
слагаемых, входямихь въ интегральную сумму. 65 
тон ЦЁлью беруть какую-нибудь букзу, Напр. , и. разоматрява- 


.ЭТЪ 28 не ка 


ть ВЭЛ: 


Зви5 Иня, & кэвъ сниволь понязтя 0659 

чз. Тогда онмволомь АГ ели, Чаща ‚ЗинЕоло:гь 45 ПОЛЬЗУЮТСЯ для 
ЭЗнаро 8 врнато объема. Сл®доваезльно 

волз Чл" додо смотрёть как» язчто. одно: цёное. Это не 


м, гу что овмо: У. нз ееть.вели 


вы золичина, пои- 
-#8 имветь само- 
шаясо сходства, ва- 


55 
часто назнвають дифферен- 


узнеонь поостран- 


хь дзухь сливО, 
чек» ЦИ Чу 


сд визсто буква к 
другую букву. Вольниь 
элоя.букая ® „8. , в так 
обозначена: 


Пеле Ца улим , фа чую 40 


я тому подобиня, Вназу интегоаиа енг 
указызаюийи на тот объен С 
очзнь 42015 во вё Пану, 

Дален1з та на 


› по своему жзле 
5 ПОЗ 54 


1ю, можегь поставить 
Ъ в$ этомь случьй пользу- 
9. Позтону. т): втозчаюгоя так я 


Да ПОИПИСЫЕЗЮРЬ ЗИИВОЛТ, 
:у берется интегралъ. Но 
8Ъ Ум. 

делицяпелны привало эще 


$ь овному обозньче 


наиболае часто пользуют 


зоторвмъ поэтому 


ь УБобн 
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Раздёлимь ъло кз набаллелипниедн тэзия он3Е 
очен, перпендикулярныхе къ осямъ сообдиначь. ‘Пусть Азжоби 
жду двумя. посёднами парочосчями, Иеосен 

кулярныхЕ &5 ози №; черевь А’ обозна- 
цу дДзумя каюнии 


ЗИМЪ сазсфояя1 3 
буде поефдниии плоскостями, пернендику- 
лярныий къ оси 4 ‚ наконец Ат пусть 

будеть обнй `симвояь разозояня мев 


двумя проиввольно взята 
скостями, ‘пориендякулно 
Вр такоит олучай ясно, ч 
го эленентарнаго 1араллаьииииаяг 


СТАВИ Са прон зБоде нам чипа Ах Вы Ая , . 
# слова елЬо. сла ва зуммы 3 будуть лана к т.ч, ). 
АеВЗАЪ —, Поэточу ин можем написать взкое равенсево 


-.У СЗ Чи Аж Ая: 


Тахо» ноображенте сунии $ повело къ олёдующему обозначению 


Фоойного интеграла: 
ПТ, в) еда 


Это обозначена очень ‘удобно, такв изкъ оно хор 
иаотф проясхождан18 тройноРо инйегойлье. Ми имфень основное ра- 


ННе чо дао д ф ЗЯен уз {= ч ГАА 63 


напомг - 


взнозно * 


ОСНОВНЫЯ ТБОРВМЫ 9 ТРОЛНОНЪ ИНТЕГРАЛ 
Обозначаень символами М, № ;:\ ,. , \,. элементарные 
объемы, =: Ц к» к - Координать точки, выбранной внутри 
объейа № . 
ТВОРЕМА, ПООТОЙ "Ив МОЖНО БЕОСВТЬ ПОЛЬ ЗНАЯЬ ИНТЕГРА- 
14, В СИВДОВЬМЬЛЬНО И ВЫНОСЙТЬ 13% ПОЛ ЗНАКА ИНТЕГРАЛА 


сея оу ЕЙ Ик 


‹азагзльс(во, Йч 


ри 


во 


Переходя къ поедёлу, получаейв теорему 


= 190 - 


ТьоранА. ИНТЕСРАЛЬ ОТЬ СУММЫ ЗУВКИТИ РАВаНЕ СУМЫЗ ИНТЕ- 
ПРАЛОВЪ. ОТЬ. СЛАГАЙЫЗУТ: 


чу че ч 4% - Чех пуда {465 тик 


Доказательство Имфемъ 
2 {965 ибо Оле ОДК ед Ре Деб 


Переходя къ предёлу, получимф теорему. 

ТВОРВЬА. ИНТЕГРАЛЬ ПО ВСВМУ ОБЪЕМУ РАВЕНЪ СУММВ ИНТЕГРА- 
ЛОВь.ПО ВСВИЪ ТМФ ЧАСТЯМТ, БА КОТОРЫЯ РАЗДВЛЕЙЪ ДАННЫЙ ОБЪ- 
8$. СЛЕДОВАТЕЛЬНО ВОЛИ ПАНРУЙ ОРЪЕМЪ Г РАЗАВЛЕНЪ НА ЛВЗ ЧА- 
сии, 10 


Пе 5-1 уз) Че кух 


Доказательство. Рэз 
ные объемы, мы олагаемыя .2у 


21. И БО 


раздъляем® нг дв гоупин ВЪ одну с : < ^, козорыя в9- 
ставленя оъ помощью толька эленентер 
щихь чаоти <, слагавмня, составлони 
НЫХЬ объемовт, Прянадлекацахя 46 ЧАТ 
пу, Имземь равенство 


4" на элементар- 


ивЪ данния 
1 


т&2- 


= 


Другую пруп- 


х 1 ь Ц» 5) = тк. Ч» лы 24. \ р * 


Пеоеходя к®' предёлу, получинъ теорему 
ВЫЧИСЛЕНТЕ ТРОЙНОГО СНТЕГРАЛА." 


Тройнои интегралъ можете бать вычисленъ различными спосо- 
бани, которые вс% основываются на возможности соединять въ раз- 
личные гоунпны слагаэзмыя сумм! 


$7 День А > Ач А% 


Пусть \ данный объенъ, ограниченный только одною поверх- 
ностью” 5., относительно которой предположниь,. что она всякой» 
праной, наразнельной оси ® перебфкёетоя только въ двухф тои 
кахъ. Воли зто условле не соблюдено, то предварительно. оазд8- 
ЛИНЪ ДЗННО> тВло на так1я чести, для каждой изъ которыхь удо- 
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влетворялось бы это узловае. 

Опищемъ около. $ цилиндръ сь образующими, перпендикуляр- 
НЕМИ КФ. плоскости и} , его боковую поверхность обозначимъ че- 
сз 86. 

“Пубзь-@ линзя, по которои касаются между собой поверхаг- 
сти би #. Черезъ (' обозначимь проэкцзю @ на плоскость 2 
Очевийно,; что С переобкается съ плоскость ®4 какъ разъ по 
дани ©. Пусть х площадь, ограняченная контуромь @ . ны 
`предполбжимъ, Что всякая прямая, параллельная оси 3 ва плоско- 
сти Ч ; ‘пересфкавть КОНТуръ Г тольЬхо въ двухЪ точкахь. сли 
это ‘условзе не соблюдено, ‘то мы предварительно раздёлимъ дан- 
ное тфло на такая части, для каждой изв кОТорах» это. условте 
^облюталось бя. 

Пусть законець До и 5 крайнзя ординаты гонтура се. 
(Черт. ниже} Точками А и ® контурь С” длится на двф частв. 
Ординатны части 4$ однёчвиъ черезь" К, , ординёты часта 4% 
черезъ И, и ‘пусть 

Ин Ча 9) © 


Контуромъ © поверхносзь $ дёлитоя на двЁ части ча ниж- 
нюю 9, , и верхнюю $. Анпликату пео?ои обозначань черезъ &., 
алпликату второй черезь &,. Пусть 


НЕ, Знче 4) 

Воображзенъ теперь, что тремя систенани глоскох ен, лер- 
пендикудярныхя къ оояме наше тёло раздёлено на элементарные 
параллелипипеды. 

Нлоскости, пэрнендикулярныя къ оси 3% ‚ раздёляя твло на 
слой, раздёлятх площадь ‹А на верфикальныя полосы. Пусть 8,” 
одна изъ такихъ полосъ. Надъ нею оасполоменъ соотв ётотвующуй 
еи слой т%ла. 

Плоскости, перпенкикузярныя къ оси \ , разд®ляя слой на 
столбики, раздёлять площадь А на ПояЯмоугольники. 

Пусть 9.9.5 одинь изъ такихь прямоугольниковь Для сокра- 
щев1я писька назовемъ его прямоурольникомъ м. Надъ нимф расно 
ложенъ иёкоторыи столбикъ. 

пординалы точкй 5 пусть будуть хи Ч. 

Вов столбики ‘ПАОСКОстНий,- перпендикулярными къ оси %, 
раздёляются на’ элементарные параллелипипеди 

Такимъ образомь элементарные параллелиципеды группиру: 
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ъЪ столбики, 
Раземотрь 


слои СЛОИ ие 8ъ т8ло. 
зецарь сумму 
= Ч 484+ (9. 
Соединяемь ея слагаемыя въ огдёльния группы, олнося въ 
у группу всё тв олагэемня, козоуня приналлежать параллели“ 
Въ ОДНОчФ.0 тОмЪ-же сталбикй. Гакую пруппи- 
зь суминрован{енъ по отолбику или вдоль 


Е 
я 


дн 


мы бухз 
ябИКА. 
Пусть $. 


‚ма гом группы, которая соотаетвуеть столби- 
кунадь ковинь нибудь прямо- 
УРОЛЬННКОМЬ М. , `ЧРО ЗАПИМЕМЬ 


р Ее фи ме ва 


82 в23х злабвемихь этой суммы 
А» Ач олий п т& дэ. Чвжже од- 
Та д 18 де жич.. Зноченя. же 
% различия 1 ови заключены въ 
преджлаи т, 


$ 49.644 


зд хи ч имзоть зпачен1я, рав- 


о зан мь тавь: ! 


=, 


ь 
3 5 


ла А =Ач , 8) 


выгося А» Ач общего чножитзазиъ. 

`Склалнззауь тё130ь вс® суммы 3... относя яся 5 ОДЧОЙ 4 
тои На ьк будь полоска 9%. х“ „Ри будем® говорить, что 
суумируемь вдоль слоя, или вдоль полоски, или парьллельно ‘пло- 
бкости ще” 


Пой ЭТОмь‘суммяровая1и во ‘войхв суниахь 3 ‚ЗЫ % ‚так 
# ЛА * , оздутз оставаться одни в т же, но Ч булегь Вняе 
отъ И, О’ Ц... Поэтому, сора 3(3), разультьт» сум 
Н1я вдоль СГОЯ МОЖНО прздотазят 


и ель А Н) 


«0 


вова- 
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викося Ах общих множителемз 
Теперь остается сложить‘ вс суммы, относящзяся къ оавлия- 
НЫМЪ СЛОЯМЪ При этомЪ х ивняется оть 9. до 4 ‚ а потому 


ок, 
Оу) А Ах 
с \, < ы 
Переходииф къ предёлу. Инземъ 


Деми, 5 па у А») Ач А - 


В Ча, ра 4059 
ых (| 1,4 зу) Ач А 


5 чу] 
Въ внутреннихь скобкахъ, когда хы проинтегрируемъ данвую 
функатю по = , мы получимъ функцую только х "Ч Поэтому 


ых мт 


О Зач 4) 


Че ч 24) ДА» 


$ 0 5:40 
Въ кводратныхь скобкахь стоитт уже фунецая только одкоРО 
х., а потому окончательно 


рр ны =94) 4 4 7 


Но лввая часть есть тоойной антегралф. Мы видиёЪ, 470 ОНТ 
выразился черезъ три послёдовательныхь простыхь интеграла, 

Повторимъ вкратцф все предыдущее разсуждензе. Группируя 
слагаення скачала по столбикамь, потомъ вдоль слоевз и нако- 
ель вдоль оси ® ‚ мия иибемъ равенство’ 


6 
У Де 4 * Аз Ач ра С 1х Эл) АА 


Въ предл каждая сумма обращается въ соотв ётотвующЕЕР ин- 
теградъ, а потому теорема 
ТРОЙНОЙ ИНТЕРРАЛЪ НОЖЕТЪ СЫТЬ ПОЛУЧЕНЪ ТРОБКРАТНЫМЪ ПРО- 
„СТЫМЪ ИНТЕГРИРОВАНТЕМЪ ДАННОЙ ФУНЕЦТИ СНАЧАЛА ПО ОДНОМУ ПЕРЕ- 
МЗННОМУ ЗАТФМЪ ПО ДРУГОМУ, 7 НАКОНЕЦЪ ПО ТРЕТЬЕМУ 
и 


[ре ль о Геза, = 9 


> 


ПНТЕГРАНА СУТЬ ФУВЕИТИ ДВУХ” 
\ ВИ. БТОРОГО НБРВРРАНА - 
ПРЕЕРЛЯ ТРЕТЬЯГО ИНТЕГРАЛА - 


получе 


ой формула до пои- 
соотввтотвует® суммирован! 
я по слояхь. Поэтому, когда мн произв 


по столь 


ДЕулОЗ 


Х , 10 ми на алоов 


х4 вф произ 
тозории 


по перпея- 
Влахъ ивнязтся %, Эти 


Эви являются функ- 


поннадлежащле од 


оянним изме 


и, въ Которых ОНЪ и: 


ВНЯОТОя, йо- 
(х х ), перембщаясь параллельно 
досзостн 4 < ‚ нересфкаеть т$ло Эти предёлы бувучи функиля 
<  олужать прелёлами интеграла по ц 
Наконець, предёлы интеграла по х. наидехь, разсматривря 
жля точекъ данной поверхности 5 ,` 

ного интеграла мн пол 
восизвс 


ли формулу въ 
тся сначале по =  потомт по 


учился, очевядно, потому, что ьы со 


ча 
затвыиъ по 
плоскозтЕ Чт 4 наконенф суммировали 


* Но группироваль слогазмыя можно д въ 


номх порядеЕ, Мы мо 
ипровать по столбикамъ, перпекянкулярниму 
по счоямъ, параллельн 
онецъ вроль осн # , 


НиЪ плоскости 74, 


те! рирован1е получили бы пож второе 

‚олфлующее общее заключен1е 

РОЙНОЙ ИНТЕГРАЛЪ, НАДО. ПОДЫНТЕГРАЯЬНУЮ 
КАЖДОМУ ПЕРРИФИНОКУ, ВОЕ РАВЯО РЬ 


этомъ надо всегда обрашать семо® тщательное внима 
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эгрирован1я. Съ изибнен1емъ порядка 
почки ва 
Можно получить и друр1я формулы для в 
интеграла. ОтыётимЪ двВ изъ них. 
Ког: 


Е1э на предзлы каждаго и 
нтэгрирован1я эти поедёл 


ИН 


оленя цоойного 


мы просумиируемъ вдоль столбика, стоящато надъ пря 
МОУГОЛЬНИКОМЪ м й ПОЛУЧИМЪ СУММУ 


8 
бе ря) А, 


5, а ПОТОМУ 
5». 
> (х оч Ав) Аа 
и слфдовазтельно 


дн р Ч аАзАч 


Интегралъ въ скобкахь есть функц 
на время положить 


Я полько ® и Ч Если 


есыЯ 
(Ч) [ Де ча 
$ 9659) 


то 


фз = Дик ое АА 


и ясно что въ прарои частн 


мы ныбе 
слагаемое которой получается отъ умножзт 
цадвя АА на значен1е Фун 


ое 
пло- 
то 


о 
з 
= 


площадки. СтЗловетэ>льчо Это рвойно 


с, я. 
Ви Печ оба 
о, 
эыъ вторую форнуя 


ПИы 4 94-1] уе оо 


Чаконець третью формулу получимъ такъ. 


% потому и» 


Обозначимь черезъ 4, тотв контур, но которому плоскость 
Ф пеоценлячулярлая въ осизе вт казое нибуль "очк® х  ме- 
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оззвкаеть поверхьзсть „ Съ рзмънен1емыь х этоть контуръ ызня- 
ется, 
$ Сга-эемня суммы 
| 4 $ АжАЗАа 


сгрупичруель такъ соединимъ въ од- 
у Группу всё 18 сласаемня, которя 
относятся къ параллелийнпедамь, ло- 
ъ вЪ одзомъ и томъ ие сло%, 
чериз: лярномъ ЕЪ Зи Хх 

Эбоз иъ чзрезъ 5, сумму тои грун 
Ч пя, хоторая относится ьь слою, огр 
низенному тлосхостями, перпендикуя ми &$ оси х в точкахь 
х и х+А Всв параллелипипедя этого слоя имЪоть одну и пу 


|. 


хадт 


я жа ихъ покрявають площадь, ограча- 


что 


Въ аредфл8 сима 8Ъ ссобьахь обратятся оъ двоинои инте- 
гралъ отъ функ и перемённыхь Ч и по площади ограниченной 
гонтузом- 4... 

пери 
ие бероачах [ео 
2. 
& попому 
$ 
тв | Ц ее Ч ара д 


<. 


8 мы получазыъ теорему. 


7 ПЕРЕСВКАЙТСЯ 
х 15 


Замъ слёдующ1я три формулы 


ее очень ыы ое 


Мвнляя порядокь пзремфннихе ® ч % мы, отевидно, по- 
лучинъ рядф друсихъ подобны 
й 


Объемь ‚ Пронярольвой фория. 
ин зело 
й а 
перпенди 
3 ВЪ ТОЧЕВ <. , 10 В 
лучаемъ н%который ко! 
Этоть контуру ограниз 
5, ПЕССКОСТИ 
о х торую мы обозкачимя 
4 | торую назовемъ плоское 


Эчевядно Что ли есть функця х 
Мн види, чт 


Печь - [Цезовыаы 


т “< 
Полагая з88сь 4-4 получае 5ъ 
А 
Пре - О вуеада 
у © а 


‘ 


Но это чавенство вемедленно уе обращается вь равзьотво 
# 
у-| д, 
< 


> позому теорема. Объемь любого ч 
площади сёчен1я т%ла 
Съ номох 


эмыЪъ эллинеоида, 


ТРОИЗ 


д овОЗнан 


ды по 
„ройномъ 


а предиолагелн, + 


интегралз нзнрарн 
интеграл обобщить и нэ с 
Пусть функцая 1 (= 


от $ ВЪ ПОЧЕАЗЬ 8 ®, 
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Обьажаемь замкнутую поверхность 5. пусть 1, пространство 
огоаничениое ех 
Изъ данного объема” иноленно викидива- 


Ъ объемы У, у. Пусть У оста 
© Бе эщися объземъ Внутри его данная функитя уже 
ы ззпрерывче, а потожу мы имфеиъ право пово 
$® онть о интетюал8 взятомъ по объену У 
Пусть 
ры 
у 
Гоображаемь что объеми .. 11 о«оло точекъ 
прерывности безконзчно . Пределы яктероале Ч › если 
Только Этот5 поедль зыв обобщеннымь 
тоойнниъ интегоаломъ у Стедоветельно по 


зяредзлен1ю 


ныхь тройнихь витэгра- 


ограниченные с воёхъ сто- 


по вообразичь, что позерхность $ мёняетоя, уходя вофип 
эзоныи зочкамг или только н8еоторнми въ безконечность ПШ`®- 
Дн иктеграла 


ася ФОЛЬКО Это 


плава ХГЕ КВРОДЬ ВЕЗКОЕВЧН. УМАЛЯЮЩИХСЯ 


троиком - кажя 


юмяися счагаем 
Зию подоб 
ихъ задачь отмосизал 


били намл обленя только 


ИРИ ВЫЧИОЛЬн поел ловь ивтегральннхъ 


малеющтяся эквгвевененнии 


вань вспомогал нами величия 
ЮШИМЪ образомь 


нибудь к 


хоторыхь предполарзютт Яэзко 
чно уманялизь. 


57 НЪ 


результат ото не повлфяефъ  лотому что да 
умаляюю1яся всоэгда являются качь воцомога 


или какъ. члены. отношений, или какъ ол 


ЗумыФ. 


ВЕЗКОНЕЧИС УМАЛЯВЕТ 


За утсль двухь перзофкаю 


или могутъ стремиться къ пред 
примёръ, если катоты прямоуго 
ли & угон 


неравн: 
тозуг 
р р ъ . _ 
Цроотизь катета Хх’, 10 Ща „ Слёдов 
х. безконечно умаляется, то © тоже безконзчис у 
халезы хи бу” , и если &. уголь, противолела- 
«ззету, то теперь 
женя , ЦЕ -5 


нулю Такъ, на- 
жи ^, к =5- 


зльно, если 
лязтоя 


по еся 


Цзи 97200: 


*, одёдовательно, уголь ©. нз у? тоя, 

ЕСЛИ НИ ОДИНЪ Я3Ъ УСЛОВЪ ВВЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮМАГОСЯ ТРЕУРОЛЬ- 
ВИКА НЕ УМАЛЯЯТСЯ, НО КАЖДНИ ИЗЪ ВИХЬ СТРЕМИТСЯ КЪ НЪКОТОРОМУ 
ПРЕДЗЛУ, НЕРАВНОМУ НУЛЮ, 19 ИН УСЛЭВИНСЯ ТАКОЙ ТРРУГОЛЬЗИНЬ 
НАЗЫВАТЬ ТРЕУРОЛЬНИКОМЪ СЪ ХОНЕЧНЫМИ УРЛАМИ. 

Пусть теперь &., 4 ‚@ безконечно умаляющзяся стороны кри 
вого треугольника; ‘черезъ &х М \{” обозначимъ противолежан1е 
углы Мы предположим, что тозугольнаюкь 06 съ конечным 


и утаа- 
ми Слёдовательно 
Пн Фо РА, > Ан 4) 
АВ 6, Л, › у не равны Булю (черт ниже). , 
Пусть 0, ›@ хОрАы дувъ ©, ь ‚6 ›‚ эти хорды обра- 


зуютъ треуг 


з, углы которего обозначимь череза &, №, |’ 

Такф кэкъ поедёяъ углз между безконечно учапяощимися ду- 
гахи разечъ предёлу усла ; ихь хордами; то 

та, , ры рые 1%) 

Рядомъ съ треугольниками Обь пой е разсъотри» ъ новый 
треугольнякъ, углы котораго возьмемь равнями &,Л,{. 8 
одними углами треугольникь н“ опредёляется  Должне быть дана 
зще одна сторона 3% стооону противь упла ©, ь‚озьмемз величину 
©,, эквивалентную © Въ такомъ случа дв другая стороны уже 
ааэлив опоедёнены ОЭбозначииь ихь черезт 8 ис Пывемв > 
Е д В | 


ик ПВ Ук 
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Сяфдовательно 
о, о 4, =ё ‚о емь, 
„ такъ какъ дуги эчвивалеятны хордамъ, то 
©. ма 4 Ее 4 и ме 
Получаем® теорему: ВОЛИ ©, $ с СТОРОН Хх, Л, № 
УГЛЫ ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЗЩАГОСЯ КРИВОГО ТРЕУГОЛЬНИКА СЪ КОНЕЧНЯМИ 
УГЛАУЙ ПРИЧЕМЪ 
кина, Я во и -р, 
ФО ВСЕГДА МОЖНО ПОСТРОИТЬ: ПЛОСЕТЙ ПРЯНОЛИНЕЙНЫЙ ТРВУГОЛЬНИКЪ 
СЪ УРЛАМИ &,, Л, , и ® 00 СТОРОНАНИ @& и в , КОТОРЫЯ 
СООТВЗТСТВЕННО  ЭЕВИВА, Н СТОРОНАМЪ 46 Й 6 
Звачен1е этой теоремы огромно. Вообразинъ, что при р 
хакого нибудь вопроса мы вотр&тились съ треугольникоме, ст 
нами котораго ат5 безконечно уналяющуяся дуги д. 
Эти дуги могузь быть дугами весьма оложныхь кривыхь. доказать 
между ними как:я нибудь : ношен1я было бы чрезвычайно трудно. 
въ ботьшинств® случаевъ чз-возможно Но, какъ безконечно умаляю 


цтяся величины, эти дуги имфотъ для наз только вспомогательное 
значенте, какъ оласаеныя интегральных сумиф, или какъ члены 
отчошен1й безхочечно умаляющихоя величинъ В+ такомъ случа 


ииЗемъ право замёниль чхъ эквизолентныии велазннамя, 2 именно 
величинами 2.,, $ ©, ‚ которая являются уже сторонами прямо- 
линейнаго тоеугочьника Иначе говоря, мы можемъ разсуждать на: 


треусохьнякомь а такъ, какъ будто бы отороны 
вчя дуги, а отоёзки пряных. Поэтому доказаиную 
жемх® формулировать такЪ: 

СЪ ТОЧЕЯ ВАЛЕНТНОСТИ НОЖНО РАЗС. 2 
КОЩЕЧЕО УМАЛЯЮЩТИСОЯ КРИВОЙ ТРЕУГОЛЬНАКЪ КАКЬ ПР ИНЕ 
ТАЯ КАЖДУЮ ВЕЗКОНЕЧНО УНАЛЯЮЩУЮСЯ ДУГУ ЗА ОТР®ЗОКЗ ПРЯ 
ЗЕМ УГЛЫ ТРЕУГОЛЬНИКА МОЖНО ПРИНИМАТЬ РАВЕ 17$ ПРЯ 
Т.ю. ВМЗСТО ЗАНКТИЧЕСКАСО ПОЛОЖЕНТЯ # 


ВЯ ПРЕДЗЛЬНОВ ПОЛОЧИНТЕ. 


НЫЙ, СЧИ- 
ЖОЙ, ПРИ- 


ибо безховечно умаляющих 
фе , 4 то проведя вононо 

газельныя дуги (на черт пунктиромъ), ин получинъ 
систему треугольников къ каждой изъ стооонь кото 
раго примфнимо вышесказанное а потому какъ общее 
ара : 
СТ ТОЧКИ ЗРФНТЯ ЭКВИВАНВБТНОСТи БЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩУЮСЯ ДУ- 

ГУ МОЖНО РАЗОМАТРИВАТЬ КАЧЬ ПРЯМОЙ ОТРЗЗОЧК ПРЕЧЕМЪ УПЕН 
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ДУПАМИ МОЖНО ПРИБИМАТЬ РАВНЫМИ ИХЪ ПРЕДЗЛАМУ. 


ВомОтОчыЬ РЯ зтичеся1й примёрь. П; 


полтокружности дРанвт- 
кривой четнреурольникь 
Стороны его будуть 
чо умалятьбя, если С 4ез- 
вовзчно приближается 65 $ аь 


ка ., 
къх №: разоматоиваемь яхъ . 
какт отоёзки прямихф. Въ предёль 
В сливается съ 5 Поэтому 


уролз &@ 9 принимаемф равиянь 
влу 5$ т.в. углу 
А?> & 


ри а 


нежау васэтельны 


+0 Ч тоже 


3хф отношеи! Зе. но7е- 


ДВУХЬ ЕЕЗЕОНВЧНО УМАЛЯЮЩИХОЯ БЕЛИЧиНЪ № 
ВЕНЪ НУЛЮ, ТО ГОВОРЯТЬ ЧТО ЭТЧ ВЕЛИЧИНЫ 
Кв ПОРЯДОКЪ УИ 

ЕСЛИ #В ПРЕДФЛЪ ОТНОНЕНТЯ Е РАВЕНЪ НУЛЮ 
ПОР ЯОкь 83 Лачины № внша, ИИ 


® воли п 
`Езф ЭРОГО ОП 


риваеной 
мы знаемЪ, зт 
иоЖзыь говорит 
ФОЛЬКО Тогда, 
кихф величинь. Поэтому 
ФОгЬ , 


о 


о 


ПОЗяЖлиВ 
О 9 окон УМА Я, 10 вл р ; б, 


52315108 
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Опред%лен1е ГОВОРЯТЪ, ЧТО ВЕЗКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩАЯСЯ ВЕЛИЧИ- 
НА № ПОРЯДКА И. ОТНОСИТЕЛЬНО ВЕЗХОНЕЧНО УМАЛЯЮЩЕЙСЯ ВЕЧИЧИНЫ 
©. ЕСЛИ ПРЕДВПЪ ОТНОШЕНТЯ 

‘А. 

КОНЕЧЕНЪ и НЕ РАВЕНЪ НУЖЮ. 

СЛЪДОВАТЕЛЬНО, ВОЛИ Л ПОРЯДКА И. ОТВОСИТЕЛЬНО & ТО р д 
ОДеого И ТОГ^ ЖЕ ПОРЯДКА 

Пусть, наприн 


ч 1-х 
й пуоть х бевкзчэчно умалязтоя Вь такомъ случае м тоже безко- 
зечно учагяезтся Правьло Лопиталя показнваетв что 
д. Чета 4 
хо ® я 
Сявдовательно, 4 второго порядка относительно х 


во 7 норядк% величини можно говорить толь- 
пругойя зеличин?т  Поэтону имфет® большою 


Какъ 


ТРЕТЬБЯ ВеДичины 10 она одяо- 
ЪНО ДРУПЪ ДРУРА 


2920 жи ПОРЯ м. ОТНОСЯТ: 
29 и ТОГО ЯЕ ПОРЯДКА ОТЯОСИ 
Дл, ПУСТЬ 


Ди нк Деев 


Въ само 


{ у” 
248 ПО ус :юртю теоремн, Ю в К вконвуныя и не оэвня ну ю Такъ 
кака 
дла 
% |5 Га 
и 2 
к 
Е ии 


2325 чазть вонечна и неравна нулю Слёковательно В 1% 

порядка. Теорема доказана. 

. ВОЛИ ДБЗ ЗЕЗКОНВЧНО УНА ИТЯСЯ ЗЕЛУЧЕНЫ ЭКЗИ- 

ТО ПОРЯДОКЪ РАЗНОСТИ ЧВЖДУ НИМИ ВЫШЕ ПОРЯДКА КАЖЕ 
рН0, ЕСЛИ РАЗНОСТЬ ДВУХЪ ВЕЛИЧИНЪ ИМЕТЬ ПОРЯ- 

КА КАЖДОЙ УЗЪ ЭТЯХЬ БЕЛИЧИНЬ, "0 ЭТИ ВВЛИ- 


‚ умаляюлся. и пусть 


№-к-+$ 


Дик № = м. 2 


% [а 
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Ясно, что если 22%, тю еоли 


л 
фл. 5 [6] 
73 
ЕЙ 
м о, < 


де зорядоьь $ зяще погядка <. 
Обратно, если порядокъ 8 ваш? порядка < то имемъ (2), 
а потому (1} т.е фм 


ВЕЗКОНЕЧНО УНЕНЯЮНТЯСЯ ПЛОНАДЯ 


Докажемъ ЕЁСКОЛЬКко ломмь 
1 ЛЕМЫА. ОТОРОНИ & $ ‚@ ПРЯМОЛИНЕЙНАГО ВЕЗКОНЕЧНО УМА- 
ЛЯЮЩАГОСЯ ТРЕУГОЛЬНИКА 0% ЦОНеЧНЫНИ УГЛАМИ ИНЗЮТЪ ОДИНЪ И Т91Ъ 
{и ПОРЯДОКЪ ОТНОСИТЕЛЬНО ДРУСЪ ДРУГА. ПЛОШАЯЬ ЖЕ 9г0 4, ВТОРОГО 
ПОРЯДЕА ОТНОСИТЕЛЬНО Е ЭЯ СХОРОЕН. . 
Пусть ХЛ |’ углы треурольниза ПредЁль качдаго изъ 


х нихь по услов!ю теоремы, конечэнЪф и из бавенъ в 
с 
Иибемъ 
<й о в 
$ $ В 


Такъ какъ в правой части предфяь хакь числизеля, такъ и зна- 
менателя не равенъ чулю, то прелвль лёзод чести конечень и на 
равезь нулю, те бя & одного порядка Далфе такз какь 


а 


то 4 
9 и — 4 или 
ох в 4 % фило 
Предёль правои части конечень и неравенъ нузю, & потому 


второго порядка отвосияельн 

2 ЛБИМА ПЛОЩАДЬ В, ЗАКЛЮЧЕННАЯ } 
Чеося лурсю Л® и ВЯ ХОРДОЙ С ЕСТЬ ва 
ТИЧИНА ПОРЯДКА ОТПОСИТЕЛЬЯО ХОРДЫ РЫНЕ ВТОРОГО 


‘ОНаЧНО УЧАЛЯЮ- 
дяся вв- 


Проведемъ в$ концах дуги «А» касалельния, изф точки пе- 
ресзчензя которяхь опустииъ перед ярь СФ 

< на хору. Чзрезъ < обозначимь уголь нехду 
й АС и хордой Л® черезь А аго- 
надь треугольнича Л®@ ,‚ Геонетрическа яс- 


сатель 


но, что, если точка % безконечно приблинает- 
/ я иъ А , 19 урона < 53 


{Аля 
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33 ао ВНиМаНТе, ЧТО А мень 
2. 
48. ДЗ ва 


умаляется та 


ЩАДЬ ВЕЗКОНВЧЕО 
УГЛАМИ МОЖНО 
УРОЛЬНИКА, С 
ГОЛЬНИКА` РАВНЫМИ 


р 4,“ обовна 
,$ ;е и в00%в8=- 


* ера з%ь, Паконець 
Феи, во = бои а, Фо № Фи, № `ь фр Вии г а) 


Очевидно, ч“о 


+ | Д-А жраажч , ©) 
2 248 наро взять знань + | нусъ, смотря 
ь обращена лн дуга къ трзурольникя во- 
с 


о НАМ ВЕПУкЛООТЬЮ 

й ГОО площаль 
Так, акъ стио &, © площадь 

второго’ порядка 2 | в % вые второго, тс 


А=м | 8) 


акт { льеда ‘льно равнь, то заклязаемь, что 
ды Зодьир = а об 
Ны видныз, ч.0 при вычислен1и пломвди треугольняка * 
его иожно разонатривать съ "очки зрён!я сквивалентности какъ 
прянслинейний. . 
Зя5 - въ предпогоженти что трезРольнияь бе — илосктй, 


Предположимъ тэпзрь, чт0 ‘мн ямёемь какую нибудь поверхность и 
уовь на нзЯ дань кризоя 


наму А ег 


ПОЛЬЕНИВ о ПУСТЬ Га прех 


20/ 


а ф,0 - снороь 


фреуРОлЬНИКА 


хордь 
«4% |’) 


Мы имеем: 
фе сливается 


: такъ Какъ въ пред л® ялос 


мЪ касательной плос: 


де 30 


БЕ ВЪ 


Ё 


Бо 3 = 4, о па 


<.2 


Заключеное прежнее. кривои треугольцикъ, 
расположенный на поверхности, можно разоматриветь какъ прямо- 
линейный . 

Воли теперь ин имВемь нз поверхностя многоугольниюъ ст9- 
ронани которвго : 
разобеемъ эго иг трэуго 

СЪ ТОЧКЕ ЗРЗЕТЯ ЭКВЕВ 
ЩУЮСЯ ПЯОШАКУ, ОПРАНЕЧЕННУЮ НА КАКОЙ 
Кез „ЛАНТЯ, НОННО РАЗСМАТРИВАТЬ КА 


ы 


прововя дуги - глерона; мы 


в 


довне ряйк 
чтенаый 85:0- 


рыхк - функши 
Среди функьлонельныхь ралов® особаго ви 
ютъ гакЪъ называемые ‘равпомёрно сходящеся ряды. 


Я заслухива- 


ОСТАТОКЪ ЧИСЁПВОРО РЯДА 


Пусть $ сучиа сходащегося Чястового ряда 
5= + Иа Ими 


Резуыивя вод и. к 


о Васа 18610  Ерепнцом". 90 
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вэнотво вЪ пакомъ видё. 
В-мчи чи, + и ил 
РВ 
и дал иду 


Величина “%, называзтся остаткомъ заннаго рядах остановлен- 
таго ча и. нвотв Полагля 


маи + и 
ыбеУЪ 
= и, 


Пуоть и. оезсонеччо возоастаеть Текъ каку 


фиков = 
ио 


то 
Феи. 4 „.= 
неа 
что для всякаго кан» усскис малаго & всегда 
938, ‘что 
мы че 


РАВНО\ЗАНО СХОЛЯШТЕСЯ РЯДЫ. 


Еззконочини сяду называ?тоя функнаональнямь =оли членв- 
и; ро слукаль Функцуи 
Данняй функцфовальный рядъ 

ЧО а + Ч м 
иожетт оказаться сходящимоя дитя однихь значен!и 
п расходашимоя для , его значен1й. Рядь, сяоля 
всякаго значаня х, я го на интервал (©, } 
ася рядомъ зхолящимоя на интервал. (0, % ) 


Вояз1й разъ, как ® ныбеть опредфленное значенте, при ко- 
торомз рядъ (1) сходится, сумиз его $ имбеть то ке опред®яенное 
значея1е. Сядхов: сумма всякаго функизональнаго ряха 
зховядагося на интерватё (0., Ь ) есть нъкоторая функция, 
опредзленная на этомъ интервал. 

Ны введекъ теперь чрезвычайно важное нонятзе о равномьо- 
но сходаящихся фунецтональнихь рядахь Пусть 

Даа че + Чаи (9) + - ® 
рядъ, сходяй Яя на интервая$ (9 & ) обозначая мербзь 9, 
озатокъ этого ряда, остановяенчаго на у. членё имземъ- 


ЭЛЬН! 


ел ое) чм + о] 9) 
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ГВ 
Зея чи + | 
Мыслимъ, Чго х вмбеть нфкоторое числовое зиачен1е.. Вогде 
&ы даемъ с накоё-нибудь числовое знеченте, ‘то радъ (4) изъ 
функиаонайвнаго ряда обранается в% Н%который ловой ряде. 
Воли &-произвольно взятая, какф угодно и положитель- 
лая зеричина тс, посяф того, как: э знечен1е для х. ‘ия 
чожемь найти таное в что ‘при всяком" Мер — 

Зее и) 
но при этомъ надо ооратить вниманзе на то, что ин должны бнача- 
ла выбрель значен{е для хх , 2 только потоуь к 
Вотественно позтону, что ны дол 5, 
при одном в чомь же & будезъ завизвть о 
хоторое ни выбрали для х , н что дня раз 
утъ получаться а различния значения для. 

Опредвленте,. ВЕЗВОЯВЧНЫЙ ФУНЕНТОНАЛЬНЫЙ РЯДЪ 
ДЕ чо чи + 9,08) +.... 5. 
СХОДЯШТИСЯ НА ИНТЕРВАЛ (&, & ) НАЗЯВАЕТОЯ РАВЕОИЗРНО Сходя- 
ШИЫОЯ РЯДОМЪ НА ИНТЕРВАЯВ с о., 6), ВОЛН ДИЯ ВОЯКАРО, КАБ 
УПОДНО `МАЛАГО, ПОЛОЖЯТВЛЬНАЕО & ВСЕГАА ЕО НА: ТАКОЕ ПВЛОЕ 
ЧИСЛО в ОДНО И ТО ЛЕ ДЛЯ ВОЛНАГО Х что 
| =8 


ПРИ ВОЯКОМЬ ие д 
ВЪ чемз ке отлич1е равном$рно стодящагося ряда оть просто 
сходащегося” 
5ля того 1 друрогь ряда мо 
о <е 
Но только для просто схолянагося 
во для разли! хь ЕЕ 1й` м. Для ряда 
295» оно дояжно. быть одно я то че аля 


Разсмотриь, дзегтали базконечная пзонетрическья пзогрес 


баяна ни ба. .. м} 


ся 
равнонрно сходашряся ряд или неравнохфрно сходно 
Какъ известно  этоть ряд зходитек, эопи |144, и рее 


ДИтС%, СЛЕ || =4. Слёдозательна, областью сходимости ряда’ (1) 


служать только точкя лежаш1я внутри интервала (-1. +1), Им - 


выЪ р та: 
За = м. «Па а 


По фобиулв пля суммы безканачио эбиваюе г>онеереческов 


вазе 9х 


232 


саздоват 


взяхо 
Полагая вт (3) и р 


устимъ, 410 мб 


что 26725 тахое в, что 


си) 


со 


Но это очевидно 
зельную велачину 
носв7 (Я) вёрно пря 


кн = внутри интервала 
- Азйотвительна, разун%я 
булеыъ х. приближать къ единин8. Поля 


мт х«4 то вЪ ПобдёН® инфену: 


к в 


х 4 д-*® 


но это соотнолен!е очевидно невЁрно, потонг что ярваз часть 
эго равна -22  Слёяовательно, Невёрёо (4), ни(2), а потому 
рядь(1} внутри всеро интервала {-1, +:), Эупучи сходящимея ра- 
донь, на есть равномерно сходят Ия рядъ. 

Таиъ замбчатещьней слёлующая геореиа: 

РЯДЪ 


Пекин т" 


м ВАЗ -, +9 }, 
: —1 ПРИЧЕМЪ ОНИ 
НОРУТЬ ЛЕЖАТЬ а уд КАМЕ 1 УТ1 17 ВЕ Д0Й 


ЖНН СЭВПАДАТЬ НВ СЪ ОДНОЮ ИЗЪ НИХЬ. 
ъ на ннтеовал® (-1, +1) зочту < 


в +4 к$ точхе +1, во 20 ВЕЖУЮ ОБ НЗН, и 


Верек угодно близко 


пу 
втельно |® Е.  Имйен 


вы о ОИ 
х а 


5|жех то 


[Зее | = тя и) 
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Пусть & произвольно алая похсчительная величина. Так. 
тако х 4 то выреженте 


_—“_ 

д «< 
убываеть при возрастанли у., и прелёле этого вйрахенфя приилее 
равент чулю. Слёдовательно ьтобходимо должно быть гакое Р 
922 ^ 


а . 
я“ при всяком и? р. 


Изъ (1) сябдхеть что 
Аба <е мер 
и ири всякомь % Но это есть условте равноиёрной сходимости. 


НЕПРЕРЫВНОСТЬ СУМИ РАВНОМЗРНО СХОДЯЩАГОСЯ РЯДА 


Функцая (= } называется непреривыой в$ 2048 © если 
ивы 19 
я-а . 
т.е. если предёль функц!и въ точк% с равенъ значен1ю функцаи 
этой точ. Вакъ извастно, въ точк® непреривности фуз 
п1я обладает сявлующиныь свойством 
оли эявкия [(ж )в 
КАПО КАКЪ УГОДНО ВАЛАГО ПО 
ЛОЖИТЕЛЬНОЕ (И „ЧТО 


Не-ь 19| 5% вел < и 


НАГО © МОЖНО НАЙТИ ТАКОЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЕ у., 910 
ею - 4 в < сам М И 

То ФУВКДЕЯ 4 (3. } НАПР 

Вспомнив это поставим 
чзены сходящагося раде 

д = бич. Ч... 

нелрерывняя фунзцти, то, можеть в 3 ево } { х } быть прё- 
2 функцтей, нли она должна бить несбходныо зепреонвн 


юа1В вопрось еслй 30% 


На первый взгзядъ какатся что, если вов члены ох: 
ся ряда непреривныя функи!и, то и сунме его тоже дол 
непрерявной функи{ей. На околько этотъ взряядъ омнбот 

Пусть 
=* ры у) 
(0% * бам 


9+0-+0 


й 
яв 
Слбдовательно ‹ в® этомъ случа рядв 


Теввиъ образовъ оядф (1; асть. оядф, сходяш1ися при всякомъ 
г Сумка его опредфяяеть изаоторую функцию: (= ). 
э+@, то по форыулё для сучыы геометрической гвоР- 


Ноя 


Земъ 
У 


СИЕ ИН, 
| 4 ^—_ 
д ие 


ы [<] 


эсли х=0 потому 90 ВЪ ЭТОМЕ 


1и равенф единиц*®, Формула же. для 
ется только 


щей геонетриизской пропресот в 


аля опучея, когда молуль знаненателя извьйз Но, эоли 
х=0, то ын ноямо находямь, что 
о) 0+0 +0 =о 

акь 

м = 4-ой вкл. 0 3] 

10) +0. 64) 

43ъ равенотва (3} сгораведлиз’аго при всяк мы 
заклЮчаЗыь Что 
и =) 
хо 


10) = 
Сивдоватольно, предёль функции > ) вв гочкК т=0 не равенъ 
& потоху функшая 41% ) прв- 


рывна рЪ 1 
КОтОрАРО напозонвныя 


1 


> 
© 
2 
о 
> 
> 
=. 
© 
Ра 
> 


мА ел. в 40 


9 уе > О 


213 


Пусть А точка на ось 4 


$ | а. которой равна +1. Уравнев тв 
уравнен1е параболв,, вершина которой 
лежитъ въ точь «А Слёдовательно, 
фучкцая 1 (х ) звобоажается пагабо- 
ой для воякаго 20 На при ®- 
значен1е фучицти А (- } изобраая 
ся не ординатой чарабонн, в началонъ 
координать Теперь яоно, что функцзя (> )} ивображаетея па- 
раболой, чзъ которой выханута ‘очка А  впа точно замбнена 
чачаломь координать. 
Теорема, «ВОЛИ РЯДЬ 
49 = т 32) + Ча + 40 * и} 
ЧЛЕНЕ КОТОРАГО Я РУач, ТЕРВАЛВ (а. 
$ ) РАВНОМЕРНО, 


= 


о 


) остаток ряде, инбемф 
ааа а, + ба + №, 9) (2) 
я точка на интер (© &), и пусть 6 


про 
чоифрн^ сходян+ 


| т] < & при вояконъ № 48 


Полагая Что в веято такимь Я что для сокрещеная письна 
С 98} + Ч + 69 + = Фо (] с) 
пост доватечьно имфемь: 
15) = УС) +9, 69) 
19: - у Яо 
До - че 4 -Я. В, 
> То а че че + оао & 


‚ рн. 
вна. Поэтому 


наго числа неНрерывныхЕ функызй, функи 


мя моженф чейти такое И что 

| ч5 ул < & вели, | $] <, (5 
(2) стёдуеть, зто 19| < + апо ому 

Пе-л ее ель рее я, р 


Кро точ 


Такъ какъ & взято произвольно, то слфдователььо функ я 
(х ) нопрернзна вз ваякёй зочк® с интервала (& &) Тов 


- 214 - 
рема доказана. *) 


ИНТЕРРЯРОВАНТЕ И ДИФФЕРЕВИИРОВАНТЕ РАВНОМЕРБО СХОДЯЩИХСЯ 
РЯДОВЪ 


Теорема. ЕСЛМ РЯДЪ ИЗЪ НБПРЕРЫ ЧВНЫХЪ ФУНЕЦТИ 
19 все + вом + чб + а 
ЕСТЬ РЯДЪ, РАВНОМЗРНО СХОДЯЖТИСЯ ВЪ ТЕРВАЛВ (а, 4 ), 15 
ГО МОЖНО ИНТЕРРЯРОВАТЬ ПО-ЧЛЕННО. 
Требуется доказать что 


[фене р ео м» < шдж- 3. (де. + <) 


7 


гда и ® кактя но точки на интерваяв (9. 4 ). 

Пусть & 2 © дв® произвольно взятых поточительныхь ве- 
дичины . 

Какое бы ни онло $ — можно найти таное р, что пои воя- 
комъ =., 


[а.б9\ «$ если П^”р (3) 


Поэдполагая, ито \? | имень: 


Чон =ч ча +. >.) = 6 
& потому 
я я °. я 
ом] 09% | асе вк + | | й 
ч < ы < 
тд х 
_ | <Я, (35) цаь 
<. 
Поямфняя теотему о о средаемь значенти интеграла 
= 9.) (№ -=) 
Приинмая во} заключавыъ, что 
и -9] заме тр (5! 


Какое ба чи было &>0 .ь всегда могли бы взять 
1 
< 
1% -— 
При такомъ выоор8 $ из: (8) сяфлуе ъ, чпо 


было & всегда хохно найти та 


[м 4% ебли р. 


+ 
) Гдь пфи доказателовавь слирарнися на тавноморкци схооивость 


- #8 - 


Это знач! 


Ф, ч10, ТО ^^, 


конечно умаляется. 


(6 


Зная это, унолимь, что вф раваногве (4 и безконечно воз 


разтазть Переходя тт предёяу получрмь равенство (2) Теорема 


Я #55 


ДЯНАРОСЯ 


РЯДА, 
Е РАБЫ 0 СХОДЯНТИСЯ Р 


Дай = Ч.) + фсе) + Фе + 
на интервале (&, 6), приченъ вс 


сезводння нэпоеравни. Кроым® того #: 


Фе) + ЧЕ ®) + Чьсы + (9 


врзал% 


оо Что вне чи (3) 


580. Пусть. 


йа, 10 у (х ) 


Е ом по предудушей теорем ын но- 
женъ рядъ (4) интегрировать по-членно. Имйень: 
= ня = 
| уезда | че = всея | че + - 
2 ыы э. 


рзма доказана 


5 "> на убёдимся что 


- 216 - 


рядъ, получаемый стъ почленнато лифференнированая, есть равне- 
ибрно сходящЁйся рядз мы никогда не имфемъ права дибферен- 


цироваль данный рядф. Въ этомъ можно уб®диться на с; ы] 
примфрё Пусть 
бий За, зи» 5 Аа 
об а м И 45) 


Вс члене этого ряда по абсолютной велигин® соо’вфтетвеяно 
меньше членовъ слёдующаго положительнагро ряда: 
И А 4 Л 
я‘ 
Этотъ ряд® сходящьйся, @ пофому и рядъ(5) сходитоя при 
всякомъ 2%. Но продифференцируемъ его по-членно ПНолччимь рядь 


— 4х ЕЯ ой 
® (2?) = вы ах + 5*. + 2% + ©) 

Легко видвть, что это равенство че можеть бить справедли- 
вымъ пой воякомъ № потому что полагая Е 
гарчоническ+и оядь 


=0 ны получимъ 


А А 4 
Че --> 
хоторни, какъ изв%стно, есть расходящтися. Озздовачельво рядь 


(5) нельзя дирференцировать по-чченно 


РАЗЛОНЕНЕЕ 9 (ах) п Олей 


Пусть |&\ 24  вегь 


4 
Да ча а) 
А+ . 


Мы видвли что геометричесхая пропресс1я есть рядь; ‘равно- 
ыфрно сходящ1йся въ интервала (0 х.), а потому мы ножемъ 
рядт (1) интегрировать по-"ленчо Имфемз: 


ааа [а < [аа 
за 
р 


еслР |ж| <1 
р я. в 

Деле занял 81) < черезъ х” посг®довалельто инйеме 

А 


А 


ее [меча ры 


Ая 


А-а — 0 чм 


= 21“ - 
а потому, есая 1% <1 , 
—_ < х х 
зляАаь = зе з- 


ТРИРОНОНЕТРИЧЕ 


Фоигоночетрическимь рядомъ назнвается #5 як рядь вида 


о (© кб рии) + (аз Яаь бум.) = (озеру «Вок - 


Эти рябы часто вотофчаются въ разл 
физики. Цервимъ оки были введены въ науку © 
називаются тазвхе рядами Фурье. Заыфчательн 
зывается что ВЪ, НИХЕ можно развлохить 
ГнвНную, Потому что а а еяфдующая тесуема:- 

ВОЯБАН ОГРАНИЧЕННАЯ ЗУЯКИТЯ 1 (х ), ДАЖЕ ПРЕРНВНАЯ,  #О- 
КЕТЪ БЫТЬ РАЗЛОЖЕНА ВЪ вла ( -5 „5 ) ВЪ ТРИГОБОМЕТРЯ- 
ЧАСКТЙ РЯДЪ ВИДА ` 

_ ся =.0.; + (© ав миа) + и» ие) +. 


что ова- 
даже пре- 


ПРИЧЕМ 910 РАБЯНСТВ к СПРАВЕДЛИВО ДЛЯ ВСЯ 
ВНУТРИ ИНТЕРВАЛЕ (-Х ‚, Я), В ДОТОРОЙ. ФУ р 
ДЛЯ ТОЧЕКЬ ВНЗ ИБТЕРВАЛА И КОНЦОВЪ ЕГО, А ТАКИЕ. 
ЧЕБЪ ПРЕРБВНОСТИ ЭТО РАВЕНСТВО ВООЕиВ Товоря, НЕ НЕ 
ста =) 
мы примемт эту теорем 
сложности. Вообще изучен1е 


очень тонкихь пртемовфь и, можн осотавдяеть особый ‘от 
дфль натематики во воякомъ случа ‘особую " очень обрираую гла- 
ву ея. | , 

Ун поставииь зебё слЕн 


разложен1я фуницаин ве прапонометр ь коэй- 


фявзентн эго Для этого вивздемъ 


Ты. 


Пользулоь язвствних иеъ трирокометраи равен 


АА оду = Зо] а 2 Ум 9% 


| 


к 

соб раь м9 ую — а ы Сржв] -3 © 5р-4) 
А 
5, 


ВЫ 
=} Фуниуй я. называется. соранииен 
и модиль ея меньше нько 
есть вакзе -& , 


отфанииенная Функцля 


положительния чисяь 5езъ особаго 


ЯОДЬ М ЕВ 


ин 
м8, 


труда вачислимв олздующе интепралы: 
х 
| Уля.) од. 9 
хх 0 
4) 

ит а. Е 

ум з] и хе — 
К лил) соббиий И к 
Я 

«я 

вела 

} Аки С и) 9. 

. - р 


зотвующсе олвенство 


Ая о (О +, зло) + одоь абоЧан) + амф = бб зна. (8 
Уннохим Ро на фа. я кнтергойяруя по-членно празую часть в 


предётахь отъ-Я др + 


| Чаю Эт ) 
а 


тепаоь {2} на си.) и интегрируем въ грелзлахь 


2ъ поазой части повучимъ сумму членовф типа» 
р „Я 
ув они = = Зита ЗАНЫист] 5 
-й 


Принимая 3. 910 вов эпи члены рав 


Н иИзуь, а потому 


-т 
| 4 © уе) ое — Та, 
г 


и. (^®)  найкем 


49) бели силе ок = 74, 


` Получаем о: 


) 
: НЕПРЕРЫВНО 
б 09 10 РИУЛАМЪ: 
ам" ет 
ег (ее иле = |4 соло сн) 


ующая фуницая: 


зе - 9 


оу ча Аз и” 


Эа тотому, снстря 


дДексь 


уюнтй неозред®ленныи интеграл вопроеъ о сущезеьсна 
нти обобщеннаго интеграла рёшается очень просто. Но такъ какъ 


наити нэопред®ленный интегоаль мы чожемъ сравнительно вЪф р%д 
ких солучаяхь 


то возникяеть задаче о6Ъ изысканти уетодовъ 50- 


порье давали, 0ь ЗОЗМОЖНОСТЬ 098>2ъ працворительнаго вычислен1я 
3 сущоствованти или не 
‘ОЛЬкО ИЗЪ СВОЁСТЗ1 ПОДЫЕ 


ъе е,, С... то по 
+ 
„| 
.. 
при условли, ч0 


втеграяъ провой части еотвуоть 


дозательно, 


а 
егралов® 
Ъ задача 


прерав 


вонцахъ интер- 
ЗЕУТрЕ ЭТОГО Ы- 


сли сушествуютъ интерра- 
$ этихь интеговловъ 
Фолько ив одномъ конце 
двмъ, что ванаяо о существован1и изтегра- 
ъ прернвняхь Функц1И въ томъ случа® когда интервалъ 
вонеченъ, всегда можеть бять приведена къ задач» о 
интегралов отЪ функц!Й прерывннхь только на 
вони интервала. 
Яалфе, такъ какь 


СлНОмЪ 


5$, воли существують латегра 
ществованти интеграловъ` съ дву. 
ця безконечняни предёлани ! ить разсмотовн!емь 
интерралов® тольв 

Въ резуль 


ЯЫ 


дНИЫЪ безконечнымъ предлонму. 


ствован1я бобы: 
просъ о сх 
еграловъ ста фуни 
Еловъ интограла, я 
тредёло: 


{ ИЗСЯЁДОВАТЬ ВС. 
550 Двух ОлЛЗДуЮШихь ТИНО#% 
ЫВНЫХФ ТОЛЬКО 38 ОДНОМ иЗЪ вре 
ко съ однимъ безконечнымь 


СХОДИМОСТЬ ИНТЕГРАЛА. ВЁ ОЭВЛАСТИ ТОЧКИ ПРЕРЫБНОСРИ 


Пусть подинтегральгая Функция 1 % ) преривяв ФОлЬкО 


пр’ верхнем» предёяВ интеграла 
% 
о 
С 


Возможны две случая. или ИЛР о>Ь 355 эти зкузая 


будемъ разснатриваль одновревенчо. Но опоедвлевю 
-= 


[ом в |. фай 


118 © положительно, если < ‚ И отрицательно, если о.>4 . 
„Пусть С-точка внутри интервала (09°. ,  ) эта точка но- 
хетъ быть ввята какъ угодно близко кф точке $ › ТОЛЬКО не дол 


жна съ нею совпадать Пусть й 
® 


3- 1 =) до я | Я сую 


Факъ вакъ. функция (= ) непрерывна на всемъ +нтерваль 


ь- 
(о, Е), о 1. 


© 
| ода а = | зу ое а) 
© [а [2 
Переходинъ въ предёлу, предполазтая что Ё безвонечно ума 
ляется Имбдемь- 


вы - | д афы «1 1%) 


Слёдовательно, если № имфетъ конечный предзль тои 8 
имбезтъ.тоже конечный. пред$1ъ Обратно, эслиФ иыфеть конечный 
предёлъ, 20 его инфезть и  Слёдовательно интеграла $ г ® 
одновременно или имфютъ кокечаые предфль нли ихф не имфютъ 
Иными ‘словами это вначить, что обобщенные. анзеграли 


& 
[1 (се) ме « | а Че 


всегда. одновременно существуютъ или не существують Получаень 
теорему: , 

ЕСЛИ ПОДЯНТЕГРАЛЬВАЯ ФУНКЦТЯ ПРЕРИБНА ФОЛЬВО ПРР ВЕРХНЕМ 
ПРЕДВЛВ ИНТЕГРАЛА, №0 ИНТЕГРАЛЫ 


Ь . у 
|1 Чл “ | воз» 


З'Ъ БЫТЬ ВЗЯТА БКАКЪ УГОДНО ВЛИЗКО КЪ ТОЧЬ 4 В 
ГЪ ИЛИ НЕ СУВЕСТВУЮТЪ ОЛНОБРЕНЕНЯО 
Сяфдовательно, вопросъ о сходимости изтеррала 


$ 
| феомь 


„воцитея хз вопросу о сходимости интеграла 


4 . 
| феоа 


Е 


о интеграла мк можемт 
ЕВ точк® у . 
5106068 ввраженя: 
ЖДЕНТЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ЯНТЕРВАЛА -( © ,. 
ИЗКО ТОЧКА © НЕ ВЫЛА ВЗЯТА КФ ТОЧ- 
зВ0 ОТНОСИТЕЛЬНО 
|: ‚6 ) съ НОННОМЬ ВЪ 

что ВАВНОЕ УтВЕРЖДЕНТЕ СИРА- 
ВЛАСЕВ ТОЧКИ + 


АВОЕ 


| НИБУДЬ 
СИРАВЕДАЕВО, КАК 


2% 
ВФ ОЕЗАСТИ ТОЧКИ ь 
Эта сблаоть, смотря по оботоятетьсаваих, можеть лехать 
ила оправа, или озвва, ‚От почка, с 
Что, ЗОНТ Я НЕ о НВСУЩЕСОВОВАНТЕ ИНТЕГРАЛА ОТЪ ФУНКЦТИ, 
пРЕРНВНОЯ ТОЛЬЕО НА ОДНОЕЪ. КОНИ ИЕТЕРВАЛА ИНТВГРАНЛИ, ЗАВИ- 
ЯТЪ. НЕ ОТЪ СВОЙСТВЪ ФУВЕЦТИ 8О ВОБИЕ ИНТЕРВАЛ ЯНТЕГРАПТИ, А 
 лЬко 07% СВОЙСТВ ФУНЕЦТИ ВЪ ОБЛАСТИ ТОЧЕИ ПРЕРЫВНОСТИ, Т.Б. 
ОТЪ СВОЙСТВЪ ФУНЕЦТИ 80 ВСНЕОМЪ ГОСТАФОЧНО МАЛОМЪ ИНТЕРВАЛ 
ОКОЛО ТОЧКИ ПРЕРЫВЕОСТЯ. 
Чи довежеиь теперь, эяо подобные не резугьтатн потучатсч 
и для интеграловт съ безконечниии пределами, 
По отреджленю , 
| а оы д. | од, 
бе © 
при услов1и, что продёлф правой части существуетъ, 
Возьмемъ произвольно число & , какъ угодно больное 
КОГДА МОЖНО. ВЗЯТЬ КАКЪ УГОДНО ВОЛЬШОП ЧИСЛО с. 70 му УСлО 


- #223 
ВИМСЯ ГОВОРИТЬ, 4%0 МОЖНО ТОЧКУ © ВЗЯТЬ НАКЪ.УРОДНО БЛИЗКО КЪ 


+ => 

ТОЧНО ТАКЖЕ, ВОЛИ МЫ 5 АТЕЛЬНОЕ ЧИСЛО © 
КАКЪ УГОДНО ВОЛЬШОВ ПО 24856. т, | МЫ ВУДБЫЪ, ГОВО 
ТИТь 910 ТОЧКУ © УОЖНО БЗЯТЬ 0 

Такие Условинся И ВЪ Сл 

ВОЛИ КАКОЕ 
ВАЛА (С, = ), КЕНЪ В. ВЕДЯКО. 
РИТЬ, ЧТО ПАННО УТВЕРЖДИНТЕ СИРА 
ТОЧЕК "+ 2 


Е 


0 о ВСяконЪ аН-. 


ТЕРВАЯВ (5, © ), РАБ ры 
УРОДВО ВЕЛИКО. НО АБСОЛЮТНОЙ званч 
4Т0 ДАНВОЕ УТВЕРИДЕНТЕ СЗРАВЕРЛИВО 070 
ОЧЕР -® . 


ВТ ВЫТЬ 
$ ГОВОРИТЬ, 
0 ВСЯКОЙ ОБПАСТИ 


ЗаибФивь эти опособь виражен1я, предпол что © прс- 
ИВВОЛЬНО взятое, достаточно большое, число, Иыфемъ равенство: 
[ вода | 4енаь - [1 99» С} 


Пуозь 1 бвзвововно возрастнете Завкльчаенв что интегралы 


|. 1 хуйк =“ {оон 


оэв одвовременяо инёютъ или не чыёюлт конечные предзян Сяёло- 


зательно, интегралы 
Ре 


| Доха =“ | ах д 
ы ь 


+5 


одновременно зуществують илн не сувествуютт. 
Подобвииь же ^брозонз заставляя въ равенств® (1) верхнай 
прадбль стрениться «5 -°° ин завлючаень что интегралы 


= 


} А ух ^^, 
ны 
существують вли не существую :нс Цолучаент 
пеобему: 
КАНЪ ЕВ ВЫ БЫЛО ВЕЛИК. © аДЫ 
+0 
| Ася ^ | 
© 


ВСЕГДА СУШЕСТВУЮТЬ ИЛИ ВЕ СУЕЕС Г ЭДНОВРЕНЕНВО 
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10 ВБЛИКО 70 АВСОЖЮТНОЙ. ВЕЛИ 
ИННЕРРАЛЫ 


“ | Двуои 
© 


ВСБОДА СУ 


и: 


| орал 


ОТВОВАНТЯ НАИ НЕСУЩЕСТВОВАНТЯ ИНТЕГРАЛА ВЪ 


мв теперь у 
ности, & 


зимся назявать кри ическими точками 
ие +0 


ки + 2° и - >>, ТО мы ВИДИМ, ЧТО 

ован1я приводять насъ нъ слфдующену общену выводу: 

ь. Или РЕСХОДИМОСТЬ ОВОВНЕННАГО НЕТЕРРАЛА НА ВСЕМ 
ЗАВИСИТЬ ОТЪ СХОДВМОСТИ ИЛЕ РАСХСДИМОСТИ РГО ВЪ ОБА 
СТИ БАЖЕСЙ КРИТИЧЕСНОЙ ТОЧКИ. 

Иними словами: 

СХОДИМОСТЬ СВОБИЕННАРО ИНТЕГРАЛА ЗАВЕСИТ® В ОТЪ СРОЙСТВЬ 
ФУНЕЦТИ НА ВСЕЫЪ ВНТЕРВАЛ, ЕО ТОЛЬКО ОТЪ СЗОЙСТВЪ ФУНЕВТИ ВЪ 
ВЛАСТИ КАЖЛОЙ КРИТИЧЕСКОЙ ТОЧКИ. 

Этоте резузьтать чрезвычайво вакенъ Во всеиъ интервал & 


функцая можеть обладать гораздо боле сложнныз свойбевани; яёмя 


| 85 области какой-либо точки; Тек, ва- 
^ / примрь, фувкитя; узображенная кривой нЕ 
ы ® чертежф, принимоет® во восемь янтервалв 


паАКЪ ПОЛОЖИТЕлЛЬьнНыЫя, такт и отрицазёльння 
значентя, чо вт области точки $ она пояодитальва 


ВЕТЕР 


ЛЕММА 


ЕСЛИ Въ ОРЛАСТ 
НЕЧНО УДАЛЕННОЙ, КАМДАЯ ИЗЪ $9 
БЯБТЪ ОДИЕФ И 1015 ЖЕ БЕЕКЪ, ПРЕ 


г ЕРИТИЧЕСКОЙ ТОЧКИ © КОНЕЧНОЙ ИЛИ ВЕЗКО- 
Я м 


4(>) 


ЗУБКЕ 
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ВЪ ТОЧКЪ С КОНЕЧНЫЙ ПРЕДЗЛЬ, ТО ИНТЕРРАЛЬ 
[соч (6) Чл ©} 
ВЪ ОВЛАСТИ ТОЧКИ © ЗАВЗДОМО СУЩЕСТВУЕТЪ, БСЛИ ВЪ ЭТОЙ ОБЛАСТИ 
СУЩЕСТВУЕВТЪ ИНТЕРРАЛЬ 
Фо [62 

ЕСЛИ, КРОМЗ 1000, ПРЬДФЛЪ ФУЧЕЦТИ 4 (< ) ВЬ ТОЧКЗ © Нь 
ТОЛЬКО КОНЕЧЕНЬ, 50.Й ОТЛИЧЕНЬ ОТБ НУЛЯ, 10 ОБА ИНТЕГРАЛА (1) И 
(2) СУЩЕСТВУЮТЪ ИЛИ. НЕ СУЩЕСТВУЮТЪ ОДНОВРЕМЕННО. СЛ®ДОВАТЕЛЬНО, 
ИНТЮРРАЛЬ (1) ВЪ ТОЧЕЗ © ВУДЕТЪ СХОДЯЩИМСЯ ИЛИ РАСХОДЯЩИМСЯ, ОНО 
РЯ ПОТОМУ, КАКИМЪ БУДЕТЪ ВЪ ЭТОЙ ТОЧЕ® ИЗВРРАЛЬ (2). 

Такъ какъ функция $ ( х ) имфеть въ точк8 © конечнни пре- 
дёлъ, то можно найти такое положительное чиоло.{ , чтобы ‘при 
всякомъ % имёло мёото неравенство 

9 (< сх 

Двиствительно если бы нельзя было найти такого числа -\ 
тс зто значило бы, что, какое’бы, какъ угодно большое число -& 
ны не взяли, всегда при нёвоторомъ значен:и < , функц!я прини- 
мала бы значенте больиве 5%, $.е. значило бы, что  функкуя 
›(х ) была бы безконечио возрастающей, и, олфдовагельтро оча ие 
могло бы имвть конечный предёле. 

Итакъ существуеть такое число. , что неравенство (3) амз- 
еть ывсто. 

Предположимь, что рункизя ч(® ) иу (х ) положательны 
Въ такомъ случав 

ч од ася < 649 

Какъ ми знаемъ интегралъ (1) стнествуезъ, если 
сущессвуетъ (2) й 

Воли бы одна изь функ” Ч(® ) ич (> ), или даже 00% 
были отрицательны, то заключензе бнло бы то же, потому что у 
отрицательной функцЁи достаточно было бы чзыфнить знакъ 

Итькъ, теорема доказана, если предфль фувкии Ч ( ) ЖиНо- 
ченъ. Предиоложимъ теперь, что он кром$ того неравенх взяа 
Замёчая, что вЪ такомъ случаЪ ет имфеть конечный предёЕ%, и 
зто р 

409-65 
мн, опираясь на первую половину теоремы, ззключаемь, что интз- 
гралъ (2) сутествуетъ, если существует (1). 


9 (<) ч(5- 


ПРИЗНАЧИ СХОДИМОСТИ ИНТЕРРАЛОВЬ 


Прерположимь, что функцая 1 < ) въ интеональ (6, +0 


Лава ТА 1 
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всегда остается боль ие зЗкоторой положизельяси вэличиня и“, . Но 


если ел Ум 


но зб то 
! 
| фобдь ву Об -о) 
. 


Воли Й бэзьонечзо возоастаетъ, то ‘правая часть, & потому п 
лзвая часть. тоже безконечно возрастаетъ. Слздовательво, 8% 
этомъ случа обобщеннаго ячтегоала 


и 

1 Даздоь 9 
не стнествуетъ. Поэтому, если интеграл» (1) сунествуеть, то фун- 
к ця 1х ) не можеть поинимать значен1я,, готорыя всё больна 
з&котораго одного и`того же положительяаго числа. Иначе это 
‘значить что, если интеграль (1) существузть, то, какое бы мы че 
взяли положичельное чязло %и., всегда, пои безконечномь возр» 
станти х , функи1я должна принимать аначентя, меньмтя 91020 
произвольяо взятаго т , т е. функцтя необходимо долина прибли- 
хаться какъ угодно близко чь нулю Въ виду этой необходамовты 
мы огранячимоя цой изолёдован!я сходиности интегоеловь зивь (+ 
только Т%ыъ случаемь, когда пби безконечномь возрастанйя х 
«тя С: ) безконечно уналяется, те имфеть Пред 

Но безконечно умаляться функцуя можеть оъ различной быт 
ротои Это приводить къ понят1ю о порядиь умаленйя НЕ. 
ОПРЕДЗЛЕНТВ °— БСОЛЯ ПРЕЛЬЛЬ ВЫРАЖЕНИЯ 

“а [© 
ПРГ Х=+® (ИЛИ -® ) КОНЕЧЕНЬ И НЕРАВЕНЬ НУЛЮ, ТО ГОВОРЯГЬ, 
УНЕЦТЯ 1 (х ) ИМВЕТРЬ ВЬ РОЧН$ +22 (ИЛИ БЪ ТОЧКВ - °°) ПО- 
'5 МАЛОСЕИ РАЗНВИ 1%. 


жъ нуль 


Воли ДБ ПРЮДАИЬ ВЫРАЯЗВТИ (1) РАВЕЯЬ 1}, ГО РОБСЕЛЕЬ, 
480 ПОРЯДОЖЬ НВЛОСТИ ЗУАКИЕИ ЗЬ ОЧ ИЛИ-2° ВОЛЬШЗ “М. , 
НАПООТИВЬ ЭРОРЬ ПОРЯбОКЬ СЧИРАЮТЬ МЕНЬИВ мио „САН ченАВИВ ВЫ- 
РАБЕНТЯ (1) ВЕЗКОЙВЧЕНЬ. 
Изолёлузчь тетгоь ^огда янтагоаль 
ых 


хм 


сущесезузть ЗамЪчая, что 


ПИ й : 
[А - Чу ® я , |-= 5 _ о 


в 


- ра? - 

и зазтавляя } безконеччо возозотать, заключаемь, что интеграль 
Е т. 

Е [3 


в5 области +2° существуетв, еслд "> А есла же м< 14 › то Не 


существует. 
Теперь лыфемф теорзму: ИНТЕГРАЯЬ 


Гкова (2) 


ВЕ ОБЛАСТИ * °° СУЩЕСТВУЕТ, ЕСЛИ ПОРЯДОКЪ МАЛОСТИ ФУНКЦТИ ВБ 
ТОЧЕК» +°з ВОЛЬШВ ёдиВИЦЫ; БОЛИ ПОРЯДОКЪ МЕНЬШЕ ИЛИ РАВЕНЪ БДИ- 
ЯИЦ, ТО ИНТЕГРАЛА На СУЩЕСТВУЕТЬ. 
Пусть и пооядокъ фунацги. Имвемь 
га ® 
Геавы =“ Че. 

Такъ какь множитель =" ( = ) имбеть конечный, неравный яу 
ще, предфлз, то интегоалы (1) и (2) существуют» или не существу- 
ютъ одновременно. | 

Теорема доказана. 

Разсмотримъ прианачу сходимости интеграла, когда нодынте- 
гоальная функизя (= ) обоащается в$ бевконечность въ точк& 
с 


ОПРЕДЬЛЯАТИ. ЕСЛИ т <> ) ОБРАЩАЯТСЯ ВЪ Т0Чн® © ВЬ ВЯЗКО 
ЯЕЧНОСТЬ ФАЖЪ, 410 ВБРАЖЕНГА 
(ось) 
ИМЗЕГЬ КОБЕЧНЫЙ, НЕРАВЯЫЙ НУЛЮ, ПРЮДЪЛе, 10 ГОВОРЯ: Ъ, ЧТО функ 
ця $ (<) ЙМЗЕТЬ ВЪ ГОЧКВ © ПОРЯДОКЬ ВЕЗКОЯЕЧНОСТИ, РАВНЫЙ "® 


Такъ какъ 
о 4 _ А 
се ви“ (а уда в АА ид)“ 
ее? 
9 ох _ 
к бе 9 - АИ 
сы 
т0 заключазчь, что интеграл 
Е: си 
(в-е)\ 


существуеть в» области точия © , еслд “< если че "= А, то 
интеграла не существуеть. 

Теперь ныфемь теорзыу. 

БОЛИ К < ) ОБРАЩАЕТСЯ ВЪ 10ЧН5 © ВЪ ВЕЗКОНЕЧНОСТЬ, ТО 


ИНТЕРРАЛЬ Гоа» < 
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ЕСЛИ НОРЯДОКЪ ВЕЗНОНЕЧНОСТИ ФЯНЕНТИ ВФ ТОЧ © 
} ЦЕ; ВОЛИ ЖЕ ОНЪ БОШЬШВ ИРИ РАВЕНЪ ЕДИНЯН®, 20 ИНТе- 

ГРАЙА нЕ ОСУЩЕСЯВУЕТЬ, 

Въ самомз- д 


„ ТАЖЪ КАКЪ 
В В 
[Гадя -1 <> «Ав 


асво леми®, инт 
тъ одноврененио. 
Замвчан1е Эта в пренылуная зсорема ннёють чбото только 
вегозльная Функитя сохваняеть одинъ и 
хрятической точки, потому что золько 
Зв’ этимъ услов1емъ бчяа доказана хемма. Это огречичен:е во 
зногих», особенно старихь, курсахф упускается изъ ваду. 


али (1` и (@) существую: в инг не вуще- 


ЯсЕъ условЁемъ, что подив 
тотъ ле знакъ въ об 


ГЛАВА \\1 . НЕКОТОРЫЯ ПРИНОЖЕНТЯ ОПРЕДВЛЕННЫХЬ ИНТЕРРАЛОВЬ 


Зкорвямь треложен1е опозд{летныхь инте ”ралояъ 
Ъ 8010020556. 

$ бы Ъ ЗНАЧЕНТЯ ИНТЕГРАЛА. 

С» о вочоанязеь свой ЗНАакЪ въ интервал 
хакъ конечными, такъ и безко- 
Лами, ч эсля < а ) нэнреонвная функция ва всемь 
от )*\, -о Й 

[чек - С | чела в) 

у ь, 


ъ быть поеонвной функцтеР, тах 
чеоремя мопуть быть обобщенными у 
Пусть мм. п Л взямоньз-з и наибольшее значенте функили 4 (*) 
эдполагая, пто а, и что У (= ) положительна имфемь 
м уся < 63) 409) < У (9) $) 


2 РОТОМУ 


4 ъ ` 
== чада | И] че) [© 
с. ©. о, 


4 % 
| ео 41. Че 


ги. и М ‹атп 
получаень (1). 


му должно фи"ь такое 


„ мо @6=) додино дить конеч- 
внУЪь 


< 


Воли (> ) отривателвна, т0 вое доказательсево оста: 
в% силё, ‘только неравенства (2) и (3) перенфнять знакф 
Бели же ©.>% ‚ то перестановка предёлов® д. 


СТРОКА ТЭЙЛОРА 


Одним изъ весьма интесесинхь приложен!ий теорти огред: 
ныхь интегралов является приложен:е этой т2ортв хз вывойг 
зтооки Тэйлора. 

Пусть 1(= ) данная фунюпля, непрерненая въ нёкоторомь 
яв сталт Со, й ). Мы будем преяполасать, что также непре- 
ЦИВЕН и ВС 18 ея производныя котооня будуть встр®чаться въ 
теченте доказательства 

бвязь нежпу опредёленнымь й неопредленныеъ ингегьаломъ да- 
этх нам слёнуран?» равенство: 


[дв К 12 и) 
[7 


Й воть окавяваэтся, чго 9 этомф оавенстр® а езрытонт 
заключена вся строка Тэйлора. 


Перзпишемь равенство (1) въ сябдующей Форыв: 
& 
16-10 роде © (3) 
© 
и проинтегпраруемъ празую часть по частямь Ичбамъ 
% Е 
| фоось О [© сы] -| себ ое 
® © & 
& потому 
9 $ ы 
ет ©1 © = $ =) о 3) 
.. 
Интэграль правой части нзреписывазнъь в. тавой форы?- 


[4-= су - д 
ри 


1 


ь 
| из) я (6 А 


^ о, 


я интегойрузмь 3г. по частым» 


м и а 
| 5) 4 оба = [В = 


еизевс 


сё “.- ; 
М |} Сао 4, 0) 


1-е = (В а) рые АУ’ Рьд = 


у 


Снова интегрируемь г чабояуь и в правой части. 83 


что 


1 $ 
: . 
че з “ > И а, 
мы получаемъ 


ь 
фа-ене «о а ооо 


и интеграль правои частн ми снова можемъ гроинтогрироваеь по 
частямъ 

Ясно что кахдое интегрирован1е по частямь приоавляеть но- 
выи членъ въ правой части я не трудно подмыётить общай законь 
образованзя этихф членовъ Въ самомь Ая, какое бы ни было к 


мн имземъ: + 
= |. #4 = | ра 4 >* 


И] 
© 


и интегрированзе то частямъ чачь чазть равенство 


я 5] =) ие фа 9 ме. 


443... (® 4.93... 


[м х "Ре 4». 
>. 


Полагая же здфсь к посл®доваеельло разчемь 1 р, 3, и, 4 - мы 
находимъ слёдующую таблицу оавенотвъ. 


ва - | ода» 


$ : 
и" ой Ча. = @- в] 


, 
“, 
ва ус де девы ЕЁ о ое, 


28 4.8.3 С- 
в 
545 «оч, Ча, = [а = "ед ло 


се тЫ Ее мы 
. 


49.3...058 4-9..3 (=) 4.9, 3.... 
о, 


Скледывая всф этя равенотва, получаемъ 
О Те д 


хо 


Но это и есть не что иное, какъ строка Тэилора. 

Предетавямъ эе въ болфе привяччой №ормз..Для этого мы спа- 
зала зъ интеграл правой части замёнииъ сямволЪ х ‚, какъ символ“ 
пцеремзннои интепрацфи, символомъ м. , а зазВмь величины ©. и % 
замбнийъ черезь хи х*®. Получимь 


й " ры бы 
фею фен а. Убе, КР, ть 5 Ш 
[4:5 , жк 

9 | пак ид" 4 бла ев 


Въ результатВ мы имфенъ строку Тэилора, остатокъ которой 
дается въ форыв опредёленнаго интеграла. 
Этоть интеговлъ не трудно прэдотавить зъ болёе простомь ва- 
Е Прежде воего саха собою напраливается подотанов+а 
ЛА = 4 
Очевидно, когда м. изыфияется оть ® дож + , то Х измёняется отт 
нуля до №, а потому 


А. 


® 
= | (к я)" ера <) 


Тенезь предфлы интэорала уже нэ зазизаль озъ ® Не поудно 
здвтазь такъ, чтобы эти предзля не зависфли также и отъ Ю. Для 
этого положимь 

х=НЕ 

Когда * измЁняется отъ нуля до у, та 4 измёняется отъ ну- 

ля по единицы, а потому 


и. 4 ^ 
4-й | и-0" Ро вах (4) 


бич т 


Я 55 ПРЛЗОЙ часга мы имземъ интеградь уже сз постоянными поедё- 
лами. 

Вь результаев мн получьзмь 28053 

ВОЛИ ДАННАЯ ФУВИЦТЯ (=) } ВЫБСРЪ СЪ ПРОИЗВОДНЫМИ ДО м. -Р5 
ПОРИДКА ВЕДЮЧИРЕЛЬНО НЕПРЕРЫВНА ВЪ РАЗСМАТРИВАЕМОМЪ ИНФБРВАЛВ, 


13 ВОВРДА , 
ею ро ь с РОЯ а 

(и-4) 
г4ъ 


о" а +39 (ло) 


‹ 


— 23а - 


Такои виводъ отроки Тейлора, уже заифчательнии самь но се- 
6%, прзобрфтаетфъ особое значенфе благодаря тому, что ин получи- 
ли новую форму для остатка Эта форна, какъ`оказывается, иногда 
очень удобна при теоретическихь изслфдован яя: Прениушество ея 
передъ формами, данными Кони и Давранхен%, заключается въ зом, 
что въ нее не входить неизвфстнойи величины @а. Но изъ нея не 
трудно нолучить обнчныя формы Пусть | произвольно взятое поло- 
яительное число Мы имфемъ 


мои вт а ыР а% 
Зет 9 1 (< И +)" 


и такъ как мнохитель (4-* )“ постоянно положятелень, пока ® 
вняется в прежёлахь отъ 0 до 1, то по обобщенной теорем о 
среднемь значен!и интеграла. 
дов к 40) { а-ыР 
бы (и: о 
гдё0<9<4 вычноляя же интеграль правой части, находинъ 
9 _ К-т М сы ов 
хо в.43. 2.) 


т.е. мы получили остаток въ формф ШМломильха, 
ФОРМУЛА ВАЛИИСА. 
Вычислимь олёдующи интесрьль 
к 


® 
„= | Та ОМ 
о 


величину котораго мы обозначимь сихволомъ ^^„, причемъ индексь 
У этого символа доджень показнвать, въ какой степени вь подин- 
тегральномъ внраженфи берется функцзя У", , Показатель и. счи- 
таемъ иблнымъ положительнымь числомъ 
Имфемь г 
9; 
ль виь =-| зи в оо 
5 о 
я интегриоуя но частямь, послёковательно неходимъ: 
г . я 
“= =. я во ы 
фиг ль = [иг = =] +0 вм" м дума а 
° ; ° ° 
д 
(и 51 быт За (4 умлйаа) фе 
о 


Слвповательно г 


я я 
Ред = с > о бо (м ;| илов оба. 


о о 


&ч 
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Въ правои части снова появялоя ис‹оныи интеграль НПеренося 
его вь л%вую часть находимъ: 
г 


з а 
аа 


|. 5 


эм 


или пользуясь сокращеннымь обозначенлечь 


А’ “у 


ти я 


Полученная формула призодиеь иссомий интеграль въ витегра 
лу ТОГО же типа, но съ показателемъ, уменьшенвымь на двз едини- 
ды. Прямбияя ме эту формулу ивоколько вазъ и понизая кождни 
раз показателя на двф единилы мы придемф наконець къ одному 
изъ слфдующихь интеграловь 


а 


г < 
а=-5 ел, ее ое. =А 


° 


смотря потому павеиъ дл И. четном‹ числу или нечетному Вичи - 


лИМЪ М. 
если и четное и=Ят. , по | вод. и незетное м т 4 ‚во 
а 
_ Я А А 
За Ан а | м и ом 
Зи. 5 я 
Ча “Яы Я Ма в о Чо в мм 5 
9-5 6 
кл Ян Ао Ман © Мам 5“ ат 5 Чат 1 
Е ы 
Чи о \ь м 
А 
мо «= ==. 
г 
= а их А 
Перемнохая между собой равенства кажлои системи, мы вода 
очевяднихь сокрещен1й, погучаемъ: 
и ог 48... . Я) (@ т 3) (2 4) 2) 
И Я Янь - АЗС ил 9] 9 
р _ & 4.6.1. Ям ил 2 [3 
и. 3.5.191. ... Яна ы ато 


Весьна красивыя выражензя. Въ числителяхь и знамевателяхъ 


СТОЯТЬ произведентя посяфковательныхь или толко четныхъ зеть 
или только чечетннхъ. Кром того заслуживаеть виннаная слфлую- 


щее обстоятельство въ правой части равонотва (3} мы имфемъ ра- 
пъсчальнае чисто вь ппарой ха части павенотяа (9} плалутатат- 
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етъ несоизыёримое число & Следовательно ВЫЛИЧИНА ИНТЕПРА- 


ла „7 ра оз 


РАВНА РАБТОНАЛЬНОМУ ЧИСЛУ ВЪ СЛУЧАВ и. НЕЧАТНАГО, И ОН& РАВНА 
ЯВСОЕЗМЗРИМОМУ ЧИСЛУ 85 СЛУЧАВ и. ЧЕТНАСО. 

Отсюда слёдуеть, что чтобы знать величину интеграла м. прР 
^. четномъ, необжодимс предварительно знать значен!е Я 

Весьма теперь любокитно то обстоятельство, что какъ ока- 


знвается, равенствами (%) и (3 можно воспользоватьея для вычи- 
слен1я Я „ 
Бози х изьёняется только въ гранинахь отъ нуля до з то 
зи. подожителень и ионьлз ехизиан, Поэтому, 
Гия до < | ЗоРТЬ ах [Зе Чо 
й ° 
или пои РоВИтЪ зокролзннихь обозначентахь 


и) 


м, м 
м ды“ дик < Из, 


Занфнимъ в$ этихь норавэнотвахь яцееррелы ихъ значентяма 
яз оавенотвь (9) и (5\, котория намъ па 
ь злачен1е для м. 


значеня для и. й 
для этого очевидна, 
зв (2} замять ил. через "1-4. Делая вое 

38 


^_^” ЧТООН ПОлуЧ 
послаточно вь ревено 


это, получаемъ 


Хилл? 


9.4.6... бин Фик 5 А.В... СА бньй › Зе Янв Ян. 
351. (билл ъ) (Я 1) Фил) 9 9. Ч. 6... Сил]. Я 3.5.1... . (9-33 (Ал 0 
Разиёляя де эти НЗОаВЭНОРВЬ па ЛЖЕУЮ чамь и 
й 9 4.3.3.5.9.1.... (#5) Физики) (Фи) СЬми+4) А + Л 
% ЗАНЬЬ . (Яд 4) (Я) т 4). мч: Фик Як 
“ 

о-куда ясно что мощно чацисаль олёдующез равенства: 

я 

Ая. и ны ны) Дб Ср) 

Я ЗИ Ль.. .... (Ам @) Яр. ак Ям. 


Вс нензвтотнья золокительная величина, меньшая единицы 
Значенте ея очевидно зависить 0$ ТОГО, КРКОвВО И, которье но- 
хетъ быть какямъ теодео пблымъ чизломъ. 

Изъ (1) мы нолучаемь замечательную формулу 


Я за наьь.. Чо Яны ии, (+ ©... (&} 
я, 43 3.5.51 (Ян _ ъ) (тп) (и - (т) Ям. 


Эта формула даель вовножнзоть вачнолигь 7  ъ самомъ #84, 
поянявъ, ч72 

я 9.9.4. В. 6 - (Ям -&) Ян. & их 

я +: 9$ (Ям) л) и 


А . 
чы эпвлазыъ ошибку которая ценьте того вначентя, #5т0рое 
Ян. ы 
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с 
получится для = *). 


разлёлимъ равенство (6} на лоольдн1а няожитечь правол части 
и зат8мь пзрепимемь эго въ такой Е 
г д да де Зы. Я 2 
аа + =) 4 Е) Е] 5 5 Я-А ЗиЛ Я им-Я 
”. 


Это равенство споаведливо при воякомъ ми. ,Води 2 ны букенъ 
чивать ум. ‚то бущеть увеличизаться чисто множителей зх правой чэ-- 
ста 


уазля- 


Вообразимь, что и". возрзотаеть до оезконечноста. Тогда въ 
предл правая часть обратиузя въ произведен1е безконечнато чис 
ла нножителей и мы получаемъ слёдующее чрезвычайно коасивое оа- 


венство СТ ада АА 6 з 
и 5 5 5 д 9 


Это оавензтво называется фофмулои Валлиса Он дазть внраже- 
Нте для Я черезъ безконечное произведен1е. 
х 


ИНТЕГРАЛ = | съ“ ох 


©. 


Если мы отъ непрерывной функдаи } (х) возьменъ интеграль отЪ 
& до," ао нвкоторая постоянная велгчина, то получинъ функитюо 


2у (28) = №: (соед ое. 


и эта функазя, какъ извфотьо, есть ве что иное, какъ та изъ пер- 
вообразныхь для данной функции 4 (2^ ), которая обращается въ 


нуль прихно. : а Ч (3-0 


Но получив функизю у (х ); мн иожемф ее въ свою счередь проин- 
тегрировать въ ирзд®лахь от &. до 2% Погучимъ фук 
обозначится такъ 


и1ю которая 
хо ге 
Г оч 4= 
©. © 


Оть этой Функцзи иы можчемъ скова взять интеграль в% предфлахь 
отв а. о ©  Подучимь 


М | | (>) 4) 4] дл 


которую въ свою очередь мочемъ проичтегоироваль 
поедёлами отъ 9, до, ит.л. 


Э 


ри 
въ такой Зофиь = =. (4 += 9. и, Вх а. Тон® такъ 6..<41 . 


Хх . 
то, прининая, что = о › мы двлаель ошибну, нопора нвтьше 
зрьиь Ри 


-236 - 


проинтегрируем% и. разъ, каждым разт въ поедфлахь отъ ® до ®, 
т0 мы получим фувкц1ю 
к сх хх >< 
-{ $] ( Дак) д ее} дз) Ча 
м [а о 
которую принято короче обозначать такт 


ЕЕ [ия 


тли еще короче такъ 
= 
= - [о ео 
| 


При этомь очевидко, что при каждом® новомъ интегрировантн 
мы будемъ получать функили, производная которой равна той фуне 
пля отъ которой беоется послёля1Я интегралъь Поэтому ясно что 


ие ре м 
а ечанл* 
сы еоаа 


2 что сама фуннатя и и всё ея проводная пони 4 ) порядка 


ревиь нулю при *=9- 

Вообще говоря въ большинствВ олучаевь бнваетъ затрудни- 
тельно проязвестя дэже одно янтегрирован!е, тфиъ болфе нёсколь- 
со послёдовательныхь интегрирован. Поэтому заслуживаеть особа 
723 вяямантя тот замачательный фахтъ, что окозызается что и. - 
хралное антегрированле всегда можеть бить замвнено однимъ инте- 
г свен1емъ, Въ самомъ дфяё пряыёнуя тзорэму объ интегрирова- 
н1и по частямв мы имфенъ” 


< т дав) фнь = * “Чена > и 
о о > 5. а. 


Ух 


Перваи члень вь правой части при нижнел подстановкф обращается 
въ вуль, 2 потому: 

х 

. 


“4 [дез ) 4 = | сд о - еее 


Замёнинъ теперь въ правой части сниволь 2 ‚, какъ символъ пере- 
яЪЕнох антегоздтаи новымъ символонъ Мн получаемт ° 


= 237 - к 
== : 
т 
.. . . 
Теперь мы можемъ въ гервомъ интеграл правой части подве- 
сти х , какъ постоянный множитель, подъ символъ интеграла. По- 


лУЧимЪ В 
жк 
{ { ские с 1 ерах @) 
ое с. 
и мы видим 910 результать двукоатнаго интегрированзя вырала- 
ется черэзъ одинъ опредфленняй интегралъ, причемъ функция 4) 
ножетъ быть какою угодно непрерывнои функцзей.- 
Замвнимь въ равенстве (1) функцаю 1 (х } функдаей 


> 
[ео 
^. 

Тогда получимъ 


ны ()* [= *) (ле 9} 1. _ 


алая) се 0 
ы` 


и, интегрируя провую часть по частямъ, имфечь 
= 


од =-4 (1 241) ое о С 
1 =-4 | |9 .1Я], 


Зерзый члёН® въ правои части обращается вь нуль и при верхнеи 
и при нижней подстановк, а потому 


х > 
[Кое -| в зоо Яя Г 
Л ь. 


Замфняя че здфсь снова 1 (х ) черезъ функцаю 


получимъ 


реа ааа я ( ноя») а. = 
©. © 


что посл ивтегрированзя по частянъ даетъ 
> 44| ъ 
| у (9 5) а | (2 9) Речь {3) 
®. с. 

Равенства (1), (2} и(3} естественно наводятъ на мысль, что всер- 


да < О * 
| Тео -вх |< 5 мах 64) 
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Чтобя докчевеь оправежливость этогз равенства при всякомъ 
м",  Намъ остается только докезъть, что если оно справедливо 
Пра хакомъ-нибудь М, то но справедливо ® пои слёдующемыъ за М. 
числочь Для этого леретионаятеме (4) въ такой ф05%% 


фев 4 фея» э“ 


и5Ъ о ) тэрезь 


интегрируемъ правую часть по частямъь Получаемъ: 


| аа Г”" х Мо) (хе а 


©. 


О [вые : г ( о оба 


2. это оввенотво есть #. №10 иное, какъ оазенотво (4) вь кото- 
знено и+^, Сябдовалельно, равенство (4) справедчиво 

вояномь и. и ны получаечь теорему: 

ПОСЛЕДОВАРЕ Е И - КРАЕВОЕ ИНРЕРРИРОВАНТ ЛАВНОЙ ФУНЕКЦТИ 

ОВ ОДНОГО Й ТОГО ЖЕ НИЖВЯГО НРЕДЖЛА МОЖЕТЪ ВЫТЬ ЗАМФНЕНО ОД- 

ВИУЪ ИНТЕГОАРОВАНТЕМЬ ЦО ФОРМУЛЗ- 


х иы > в 
к “ 
Г , | комы = © 5“ ада, 


®. 


& 


Продирфеоениируемь это раречотзо и разъ. Нандое пифререн- 
вировав1е уничтожазть въ лёвой части одчнъ символъ интегриоова- 
и1я, а потону въ результат® мя получемъ равенство: 


А [а =)” ела ое 
.. 


(иг 9%® 


Но это равенотво из тоудно также вывести непосрелственно 
пользуясь теореной о дибферениировани опредъленнаго интаграла 
по параметру, согласно которой, езли & д & фувкили Хх  пдё х 
играет оэль праметрь 


в 4 [93 
95 | 2 ал. чит вн чата + | 5) 9 
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5 нАШомЪ случа а постоячная величанг и 6-х, & потому 


АЯ |" А [а в" 
э_дР ах |= ® тенох и т Арах 
то 
к 
а (о ак и | х 1)” Мер ох (5) 
а ан” 4 ня) Ч 


о. 
на видим, что, чтобы найти производную по с отъ вырахентя 
э® и 
^^ _ | 4» ©“ Зал 4х 
(0% 
достаточно въ немь замвнать и черезъ и.-1 , причемъ получится 
выражен! того де тяше такъ что при вычисленти от® него произ 
ВОДНОЙ МОЖНО ПОВТОрить ТОТь ча прфект 12этому, дифферэнпируя 
завенотво (5) получаечь: у 
з. ® 
Ы | (> ила 
“. 


аи (“-0. 


х 
й къ 
= [с 2) Чел4х 


Сизв» ла ферзицируя ‚ нродолжья поотупать такимЪъ ме обоазомх 


дослвдовачельно находим: 


в и в 
С 5) Нах -. 5)“ ит, 
к. 

* хоры 

га = з | Аа Ь Е 

Ро т 
а“ й ==) , у Г 
| аа Ш ах 
Дай бо |, т” я а | ы 


9“ == | х”" 49 43, _ — рода 


ит С 
4: “) д 


1 новое дифференцироване намЪъ паезЕ сл 
Эозультать: ЕСЛИ 


уюый окончательний 


о зв “а а 
АА. == > | —) (ях 
10 | 
“= 1 (50) 
ак“ | 
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ЭЗВЯРРОВН ВИТЕСРАЛЫ 


Эллеровымъ интеграломъ перваго рода называется интегралъ 
|= м 5) 4 


Воли © <4 › то подннтегральная функцзя безконечна при*-0, 
она безконечна при х=# если 4<1 . Ноэтому возникаетъ вопросъ 
о существованзи интеграла Полагая 

фовуне" А = 
Извеъъ 
фи, м а Дик ЦА зв) ву А 
3-9 36=4 

Слфдовательно, порядокь безхонезности функцзи 1 (хе } ра- 
вен р ВЪ ТОЧКЕ х-0, и 0, въ точк8 ®=4 Поэтому интеграль 
существуетъ торда, и только торда, когда р и 4 положительни 
Этоть интегралъ обозначается такъ В ( 2,9 }, что читается 
такъ: бэта оть ри 4. 

Эйлеровъ интегралъь второго вида называется интегралъ 


> 
{ > 2 в. 
з 

Обозназается онъ такъ | ( {# } что чатается тавъ: гамма 
от ®. Если в < › ТО порядокъ безконечности подынтегральной 
функа1и въ точкв х-0о равенъ |@ ‚ а потому въ области этой точки 
интеграяь существуетв тогда, и только тогда, когда © положи- 
тельно Въ области +2 интероельъ всегла существуетъь потому чт! 


при всякомЪ ил. 
Чили ке" =0 
к 9 

и, слёдовательно порядокъ малости нодынтегральнои функцаи 
больше единицы 

Итакъ, пом полохительныхь показателяхь и только при поло 
жЕтельнихь, Эйлеровы интегралы существуют. Возьмемъ первни 
ИЗЪ НИЯЪ° й В 
Вод) |=" @ =” 4х [о 


Полагая *-^ у, получазыъ 
о 
ва 
Б-р’ 4 


Позарравовякь въ правой чазти предфлы интеграла и замзиимъ 
сичволь перемённои интегралзи ч СРИВОЛОМЪ Х Лолучинмъ 
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9-1 
Ве = |= ‘И =" Я 
блвдовательно 
р 
Ву Вы, 5) 
Факимъ образомв оказывается, что Фуркная В сикизтрична от- 
носительно своихъ аогументовъ 


Сизлаемъ теперь такую подотачовку 


= дк 
ях 4-5 


Корда 25 мЪъияется отъ нуля до единицы, то ^ мёняетоя 07ъ 
вуля 50 +2° а потому, сд®лавь подстановку найдень, что 


о 
Вр) = [аут 9х ыы 


Мы скоро воспользуемся этои фозмулои Теперь же оавсио® 
рикъ Эилеоовь интеграле зтороро рода: 


© еда [в 
) }, ) 
1режде всего иьЁе 


Го - [вах = | . (5) 


мо 


х 


& потому 


ГИ} -4 


Это можно считать первымъ свокотвомь бтикизи [( е ) Лалве, 
интегрируя по частямз, мы послёдовательно ямфемь: 


> > 
Г -+9 | бе За = |= <- 
= © 
-[* В и *р № 7 бк 
Леско чбъдитьзя, что 


в 0 
а вото&у 
Г (+2 -в Г (6) 
Это второе свойство функшьия Гаммы. 
Пусть теперь ии. ц%лое положительлое число бриийеч; равэн- 
ство (6) изоколько резъ, мы имёемЪъ: 


Гм) отм Го 


Ро) би Ги 


Рох ) б-Ю Г та 9) 
т г) 

т - 4 

ГС} 1 


Перемиоживь ьооЪ эти равзяства. 


1 


вратимся 
цчостоянная полохительвая 


чина. Полузних 


Ге аси, в 


Я 


ЗОБУЧИМЬ: 


1 й Г 


ва — дл у 
1+8 ® (в) ох ( 


ВЕЕОСЯ и ПОДВОДЯ И 
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Чецезь 711} обращазтея въ 


Ветру И ГАА 
т.е п06Я8 ваноса носточннаго инонателя Гуо }; въ 
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ЗНАГО ЗЧТЕГРА:А 
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дИбФБРЕБНИР.ВАНТЕ у ИНТИРРИРОВАНТЕ [0 ПАРАМЕТРУ. 
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№ |5 мах Ц) 


ол 


! С 
| ола Се, вызиоляемь 9% с% но- 


Примёчан1е. Полагая м. = 
ею 1-м 


вощью подотановкя х-“\ч и зетёмь подолановки И 4-х. 


я +4 ы 
оны. в ( ееЕ)-| боевик) = | 3 (ам 9а - 
ЕЕ ИО 


очи 


въ первонь интеграль изняенъ % ва -Х. Данный интеграль приво- 
дится въ пвукраткому. Мвняемь поряцокь интегрировантя. 


х 
3 й И + 7% 
), ©5455 3 
5 
щих 
Прим. Полагея м. = | ке "0%, вычислЯе 4Ъ 3 д ватёчь м 


подстановкой © =5 В. Тогда Им= ЯВ. 
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ВЛОШАДИ. 


Вычислить площадь криволинеинои тозненти «46 , воли 


1) &-3 В =3 ев) 36 
2} о Ут | ВЕ , ии А 
з) а & а хзУи 1 

4) кг &-— о ол. 


Вычислить площади, огоаниченныя 


Отв 12 

Отв. У + Е 
Отв. 6/3 

отв. 1/2 (М - У5) 


кривымя 
3; 


че 57° отф 0-4 до ж к (фир 1). Отв. 8/15 (% ^ }* (9-3) 
2) о. (уно (чиг.2) Отв. 4/10”, 
3) чей) ото» (@иг.3) Отв. 27, 
4} мой — =?) но" (фиг.4) отв 2, 
5) 8. цы о (дсзронда) Отв. З/з я 
6) Архимедовой списали %-90, Отв. 2“ 
7) Погариф:ической спирали 40% Отв. мы 
тк 
В 
ы | и 
5 ез [2/29 №2 5. 
ы | о 
| п 
ФИР. 1. Фий,Р ФИГ 3 Фиг.4. 


Вычислить площадь сектора, ограниченнато радтусами векго- 
ами, наклоненныме подъ углами с и № , еслч. 
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ЗИИНА ДУПИ 


Наита длинну дури менду точками абопносы которых 53 # —., 
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хо в коня отв. М ДЕ) 
2) зо 9 4 2х лв 24 дем 4). 
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ВОВЕРХНОСФЬ ЗВЛА ВРАЩЕНТЯ 
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ОБЪЕКЪ 1 


Вычислить объем тзла, образованнато зрацщентемь зрапеят 


а.А — ебли 


1} &-4 -и вы т в 

А 
о 4, жи о) ов 27 

4 ы АА 
194 5} яч 073 А 

р и 
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ДВОЙНЫЕ ИНТВРРАЛЫ. 

+ Вычиолать поверанобть пара х т * 
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3. Ввчислить обзеча © 
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#. Вичясянть объема 


Вычислить объе 
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Нато НТООКООЖЬЮ и уняннарической 
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ОГДАВЛЕНТЕ, 


Квадратура площадей. дан * 
Опредёленний интеграль ..... .. 
Основныя свойства опредфленнаго 

интеграла. ль о : ие оъеення 

Обобщенные интегралы. -,.... . 
Янтегралъ какъ функи!я наоаметра, 
Вычисленте интегралов . .. . 

Эквивалентнчя величины. весе 
Интегральныя сумиы. Второй принцинъ 

всчислен1я безковечно умаляющихся 


зеличянъ....... не аения уст 
Пеометричеситя праложенля опредфлен- 
наро интеграла..... . и азаноя 
Двойной интегралъ. ие зо звкь 


Вичислен!е двойных интегоаловъ. . .. 
Пеометрическля прилолензя двойныхь 
антограловь. +... + чу ны 4... 
Тройнге антегралы. зозеьененоьа эн 
Нетодъ безконечно уузляющихоя .. -- 
Равномёрно оходящтеся ряды .... ... 
Признаки схогиьости обобщенныхь 
ИНФОРОРЯОВВ у ьььньььня и езавеве ня 
Накотория приложен1я опредфленныхь 
интеграловъ..... .. ... уеетен ав 
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